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Linearni programovani a kombinatorickd optimalizace —
priklady na 4. cvicenf*

18. biezna 2024

1 Zakladni pojmy z geometrie
1.1 Afinita

Afinnd prostor A C R? mé tvar L 4+ v pro néjaky linearni prostor L a vektor v € R%. Afinn{
prostor jde uréit pomoci soustavy rovnic Mx = b. Dimenze afinniho prostoru A je rovna dimenzi
jeho pfidruzeného linearniho prostoru L. Afinni kombinaci vektorii aj, as, ..., a, € R? je vektor
S asa;, kde ag,...,an € R i @i = 1. Mnozina V C R? je afinné nezdvisld, pokud plati,
ze zadny vektor v € V neni afinni{ kombinaci ostatnich vektort z V. Afinn{ obal af(V) mnoziny
vektori V C R? je mnozina viech afinnich kombinaci jakékoli kone¢né podmnoziny vektorii z V.

Piiklad 1. Necht A C R? je afinnd prostor. Z definice je pak A tvaru A = L + v pro néjaky
linedrn{ prostor L a néjaky vektor v. Dokazte, Ze pro dané v € R existuje nanejuys jeden linedrni
prostor L C RY takovy, ze A= L +v.

(*) Charakterizujte vechny vektory v, které posunou linedrni prostor L na afinni prostor A.

1.2 Nadroviny

Nadrovina je libovolny afinn{ prostor v R% dimenze d — 1. V roviné nadroviny odpovidaji pfimkam
a v R® zase rovindm. Nadrovinu lze zapsat jako {x € R¢:c'x = h} pro c € R?ah € R
Nadrovina rozdéluje prostor R? na dva poloprostory. Nadrovinu samotnou pocitdme jako soucast
obou poloprostora. JIOY: N

R—_/
Priklad 2. (a) Mohou se v R?* dvé Toviny protinat v jednom bodé? Jak mohou vypadat priniky
dvou_rovin v R*? _ /4/\/ 0

(b) Mohou se v R® dva afinni prostory dimenze 3 protinat v jednom bodé? /VE

1.3 Konvexita

Mnozina K C R? je konvezni, pokud pro kazdé x,y € K at € [0,1] plati tx + (1 —t)y € K. Jinak
feceno, kazd4 tsecka se dvéma konci v K je celd v K. Vektor x je konvezni kombinaci vektori
aj,ay,...,a,, pokud x = Y1 | oga;, kde ay, ..., on € [0, 1] splhuji S 1o =1. Mnozina V C R¢
je v konveznt poloze (neboli konverné nezdvisld), pokud plati, ze zddny vektor v € V nenf{ konvexni
kombinaci ostatnich vektorti z V. Konvezni obal conv(V) mnoziny vektord V' C R? je mnozina
konvexnich kombinacf jakékoli koneéné podmnoziny vektori z V.

Piiklad 3. Vime, 7e v R? je mazimdlné d linedrné nezdvisljch vektorti a mazimdlné d+ 1 afinné
nezdvislych vektori. Kolik nejvyie je v RY konverné nezdvishjch vektord?

1.4 Mnohostény

Konvezni mnohostén je prinikem koneéné mnoha poloprostorii. Alternativné je konvexnim mno-
hosténem libovolna mnozina bodll tvaru {x € R¢: Ax < b} pro néjakou matici A € R™Xd a
vektor b € R™, Necht P je konvexni mnohostén a ¢ € R%, t € R. Jestlize pro kazdé x € P plati

madrovinu H mnohosténu P. Priiniky tecnych nadrovin s mnohosténem P pak nazyvame sténami
mnohosténu P. K nim také zapocitavame dvé nevlasini stény @ a P. Stény dimenz{ 0, 1 a d —1
nazyvame vrcholy, hrany a fasety. Konvexni mnohostén je omezeny, pokud je obsazeny v kouli s
koneéné velkym polomérem.

*Informace o cviéeni naleznete na http:/ /kam.mff.cuni.cz/balko/



Priklad 4. Jaky je pocet stén krychle a osmistény v R??

Priklad 5. Mé&ime mnohostén P = {fzeRiz>1& z< 2}. Preved'te zdpis jeho dvou nerovni-
covych podminek do rovnicového tvaru a nakreslete mnohostén » rovnicového tvaru (jeho prostoru
vzroste dimenze).

Priklad 6. Necht P je konvexni mnohostén v R% ¢ nechf F a G Jsou jeho stény. Dokazte, e FNG
Je sténou P.

Presnéji F = PN{x € R%: aTx = a}aG=PNn{xecR¥b'x = B}, kde plati a™x < a a
bTx < 8 pro kazdé x € P. Uved'te formuli, kterd sténu F N G urcéuje.
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Linedrn{ programovéni a kombinatorické optimalizace — -
piiklady na 5. cviéent*

(1

25. bifezna 2024

1 Mnohostény

Mnozina K C R? je konveand, pokud pro kazdé x,y € I a t € [0, 1] plati tx + (1 — t)y € K. Jinak
feceno, kazdd secka se dvéma konci v I je celd v I{. Konvezni mnohostén je priinikem koneéné
mnoha poloprostori. Alternativné je konvexnim mnohosténem libovolnd mnozina bodfi tvaru {xe
R?: Ax < b} pro néjakou matici A € R™*¢ a vektor b € R™. Necht P je konvexni mnohostén a
c € R%t € R. Jestlize pro kazdé x € P plati ¢'x < { a zdroveii existuje x € P : ¢'x = ¢, pak
mnozina {x € R?: ¢"x = t} tvoi{ tecnou nadrovinu H mnohosténu P. Priiniky te¢nych nadrovin
s mnohosténem P pak nazyvame sténamé mnohosténu P. K nim také zapoéitdvame dvé nevlastni
stény 0 a P. Stény dimenzi{ 0, 1 a d — 1 nazyvdme vrcholy, hrany a fasety.

Priklad 1. Dokaste, e mnoZina vsech optimdlnich vesend linedrniho programu max c' x za podminek
< C > ] 1 59 Vs « ¢

Ax < b, kde x > 0, je konvexni mnoZina. Nﬂﬂﬂ' M\ AL M),wa W« 9;“\,-&14,\

Piiklad 2. Mé&me mnohostén P C R® uréeny mnoZinou vrcholi AXE R & E'%= Wv"\v

( T

a=(2,1,6), b=(0,-5,0), c=(-22,-1), d=(0,—4,0), e=(0,1,1).

Pro kaZzdou z ndsledugicich rovin uréete, zda je vuéi P teénd, secnd ¢i mimobéznd. Pro tecné roviny
uréete dimenzi prislusné stény.

(a) {(z,y,2) € R®: 5z + 3y — 2z = 1},

(b) {(z,y,2) ER*: z+y —z=2},

(c) {(z,y,2) € R3: 3z + z = 0}.

Priklad 3. Poéty stén pro zndmé mnohostény v R¢, kde d € N.
(a) Jaky je poéet vrcholii a faset d-dimenziondlni krychle [0, 1]4¢

(b) Jaky je pocet vrcholi a faset d-dimenziondlnitho kifzového mnohosténu (neboli zobecnéného

osmisténu)
{(Il,. .., Z4) € RY: Il'1| + |z2| + |za| 4 -+ |za| < 1}?

(a)

Obrazek 1: Piiklady (a) d-dimenzionélni krychle a (b) d-dimenziondlniho kiizového mnohosténu
prod=2,3.

Priklad 4. Naleznéte viechny vrcholy mnohosténu zadaného ndsledujicimi nerovnostmi a zdivodnéte,
Ze jiné vrcholy neezistuji:
z+y+z<3,
y+2z2<2,
z,y,z > 0.

*Informace o cviceni naleznete na http://kam.mﬂ".cuni,cz/'balko/



Priklad 5. Necht P je konvexnt mnohostén v R%
je sténou P.

Presnégji F=PN{xeR:a'x=a} a G =P
N{x e R pT
bTx < B pro kazdé x € P. Uved'te Jormuli, kterd sténu NG mcu]: i kR s s S e

anecht F a G jsou jeho stény. DokaZte, ¢ FNG
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Linearn{ programovéani a kombinatoricka optimalizace —
pifklady na 6. cviceni*

8. dubna 2024
1 Simplexovd metoda

Uloha lineérniho programovani{ v rovnicovém tvaru je zapsand jako max ¢ x za podminek Ax = b
ax >0 kde AcR™" ¢c,xeR"abe R™. Piedpokladejme, ze rank(A) = m.

Bdze je mnozinou B C {1,.. .n} indexi proménnych takovou, ze Ap je reguldrni, kde Ap znaci
podmatici A indexovanou sloupci z B. Bdzickym tesenim x = (z1,...,Ty) odpovidajici bazi B je
feseni soustavy Ax = b, pro které plat{ z; = 0 pro kazdé @ & B. Pripusind bdze je takova, ze ji
odpovidajici bézické reseni x je piipustné, tedy x > 0.

Vzorovy reseny priiklad:

max 2xi + T2
—r1+x22 <1
Iy _<_ 3
o E 2
1,9 Z 0
Upravime na rovnicovy tvar zavedenim novych proménnych si, s, s3 > 0:

max 2z, + T2
—r+zo+s51=1
1+ 82 =3
To+ 83 =2
z1,%2,81,52,83 >0
Zacneme v néjakém pifpustném bézickém feSeni. Zde lze zvolit pivodni proménné z; =z2 =0 a
(s1,52,83) = b" = (1,3,2). Pak pfepiseme soustavu tak, aby bazicke proménné si, Sg, S3 byly na
levé strané:
max2ry + xo
s1=14+x1 — 29
Sg = 3 — I
83 = 2 — T2
Vstoupime z; do baze, protoze mé nejvyssi kladny koeficient v uicelové funkci, a vystoupime sa:
max6 + rg — 2s9
81 = 4 — Ty — 82
1 = 3 — 82
S3 =2 — a9
Vstoupime zo do béaze, protoze ma nejvyssi kladny koeficient v ticelové funkei, a vystoupime s3:
max 8 — 2s9 — S3

81 =2 — 89 + S3

r = 3 - So
ro =2 — 83
Neni, co zlepsovat, takze mame optimum pro z; = 3, 2 = 2, 81 = 2 a s = s3 = 0 s hodnotou

ucelové funkce 8.

*Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/ balko/
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Obrézek 1: Uvedené feseng odpovidd posunu z poéatku do vrcholu (3,0) a poté do (3,2)

Pseudokéd simplexové metody:

4 i , T {; o
1. Vstup: Uloha linedrntho programovéni P Vv rovnicovem tvaru, max c'x za podminek Ax = b
ax2>0,kde 4 ¢ R™ ™ ¢,x € R" a b € R™, Predpoklddéme, ze rank(A) = m.

2. Nalezni pocdtecny bdzické pripustné resent: Prendsob soustavu, aby b > 0, a vyfes simplexo-
vou metodou pomocnou lohy max TTn41 = —Tnym za AX = b, X > 0, kde 4 = (A| I,) €
Rmx(ntm) o 5 (1, -+, Tpim). Tato tloha, ma snadné pocateéni fesenf 0,...,0,b1,...,by,).
Pokud je optim4ln; hodnota zépornd, pak skonéi, protoze neexistuje pfipustné feseni pro P.
Jinak je optimem (z1,. .. 1Zn,0,...,0) a pak je (z1,...,2,) poéstecnim feSenim pro P.

3. Spocitej simplezovor tabulku: Pro Pripustnou bazi B C {1,...,n} prepis P na max » pro

Z=2p4+r"xpy za podminek
XB =p + Qxy,

kde N = {1,... ,n}\ B, p e R™ Qe Rmx(n=m)  cRar € Rr—m,

XB = p a nebdzickymi proménnymi xy = 0.

3. Vyber promennou vstupugici do bdze: Podle zvoleného pivotovaciho pravidla vyber vstupujici
promeénnou z, z proménnych z; s j € N a Tj > 0. Protoze nenf r < 0, tak vstupujic{
promeénnd z; vzdy existuje. Volbou z; chceme zvysit hodnoty tcelové funkce.

6. Vyber promeénnou vystupujici z bdze: Uvaz fadky i simplexové tabulky, ve kterych se Tt obje-
vuje, a vyber z nich vystupujici proménnou z, tak, aby 5&‘ = Minep.q, ,<o 5"7 Specidlne
tedy musf platit Qs,t < 0. Tato volba zs zajistuje, ze nové bazické Teseni je pripustné.
Pokud vystupujici promeénna neexistuje (¢-ty sloupec @ je nezéporny), pak skong¢i, protoze
loha P je neomezens. Je-li na vybér vice vystupujicich proménnych, tak vyber podle pivo-
tovaciho pravidla, ¢ libovolné, pokud pravidlo ani tak vystupujici proménnou nespecifikuje.

7. Aktualizuj simplezovou tabulky a uteruj: Zvol (B \ {s}) U {t} jako novou bizi a pfepis sim-
Plexovou tabulky tak, aby odpovidala této nové bézi. Pokracuj krokem 4.

V kroce 5 se muze stdt, ze nové vybrana vstupujici proménnd nevylepsi hodnotu icelové funkce
a pak fikdme, ze fegen{ Je degenerované. To napriklad nastdva, pokud Jje v predeslém kroce na
vybér vice vystupujicich proménnych. U degenerovanych feseni miize dojit k zacyklens simplex?ve
metody, kdy se nevylepsuje hodnota téelové funkce a algoritmus se nikdy nezastavi. Zacyklenf se
d4 zabranit volboy vhodného pivotovaciho pravidla.

Priklady pivotovacich pravidel pro vybér vstupujici proménné z; a vystupujici z:

L. Dantzigovo pravidio- Vybert € N s maximalnim Tt a zvol z libovolné z moznych proménnych.

2. Blandovo pravidio- Vyber nejmensi mozné ¢t € N a Pro néj nejmensi mozné s € B. Brani
zacykleni, ale je pomalé.

Existuje spousta dalsich pivotovacich pravidel (lexikografické, ndhodné a dalsi).



4 s.p ' g 3 / Y.
Piiklad 1. Preved’te ndsledujici soustavu nerovnic do rovnicového tvaru.

T+ T2 <3
Ty 4+ x3 <12

x1+ 30— x4 27
Ty, T2, T3 € R

x4 >0

Preved'te vyslednou tlohu v rovnicovém tvaru na linedrni program, ze kterého pijde ziskat bdzické
piipustné tesent.

Méjme libovolny linedrni program s m linedrnimi merovnicemi ¢i rovnicemsi a T promeénnymi.
Kolik proménnych ndm vzdy staci v rovnicovém tvaru této ilohy a kolik v pomocném LP pro hleddni
pripustného bdzického reSeni?

Piiklad 2. Vyreste pomoci simplezové metody ndsledujict ilohu linedrniho programovani:

max 31 + 4x2
r1+x2 <4
21+ 22 <5

r1,22 2 0
Piiklad 3. Vyreste pomoct simplexové metody ndsledugict dlohu linedrniho Programouvani:

max 2xr; — Tg + 2T3
2x1 + 12 <10
1 + 2x2 — 223 < 20
T2 + 223 <5
T1,x2,7r3 >0



Linearn{ programovén{ a kombinatoricka optimalizace —
pifklady na 7. cvicent*

15. dubna 2024

1 Simplexovd metoda o néco podrobnéji

Vime, ze simplexovd metoda se mize zacyklit a pak nikdy neskonéi. To nastdvd pouze v degene-
rovaném pifpadé a je to jediny zpisob, jak metoda miize selhat. V praxi toto typicky nenastava a
moznost zacykleni se ¢asto ignoruje. Jinak se zacyklenf da zabranit volbou vhodného pivotovaciho
pravidla, poslouzi napiiklad Blandovo pravidlo.

Piiklady pivotovacich pravidel pro vybér vstupujici proménné , a vystupujici z,:
1. Dantzigovo pravidlo: Vybert € N s maximalnim ry a zvol z, libovolné z moznych proménnych.

2. Blandovo pravidlo: Vyber nejmensi mozné t € N a pro néj nejmensf mozné s € B. Bréani
zacykleni, ale je pomalé.

Existuje spousta dalsich pivotovacich pravidel (lexikografické, ndhodné a dalsi).

Efektivita simplexové metody: V praxi funguje velmi efektivné, podle pocitacovych expe-
rimentt u tdloh v rovnicovém tvaru s m omezenimi typicky staci k nalezeni optima 2m az 3m
pivotovacich krokd. Neni zndmé pivotovaci pravidlo, pro které by se umélo ukazat, ze simple-
xov4 metoda skonéf v poctu kroki, ktery je polynomialni vzhledem k poétu omezeni m a poctu
proménnych n. Naopak pro spoustu pivotovacich pravidel existuji piiklady v rovnicovém tvaru
s O(n) omezenimi a O(n) proménnymi, pro které s urcitou pocateéni bazi pottebuje simplexova
metoda 2% pivotovacich kroku. Tyto piiklady jsou ovsem vzécné. Existuje pravdépodobnostni
pivotovaci pravidlo, pro néjz je znamo, ze simplexovd metoda nad kazdou vstupni dlohou pouzije

nanejvys e2(Vnin ") pivotovacich kroki.

:1?120

Obrézek 1: Degenerovany program a Mintyho-Kleeovy hyperkrychle (J. Matousek: Understanding
and using linear programming).

Piiklad 1. Vyreste simplezovou metodou ndsledugict wlohu linedrniho Programovani:
max
—21+22<0
T S 2
Z1,22 > 0

Jako pivotovact pravidlo pouZijlte Danlzigovo pravidlo.

“Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/ balko/



Piiklad 2. Na ndsledugjict dlohy linedrniho programovdni aplikujte simplexovou metodu. V néjaké
chvili by jiz nemélo byt mozné pokracovat. Zkuste duvodnit, proc¢ se algoritmus zastavil.

(a) Optimalizujte funkci max 3x, + z2 2a podminek

1 — o < —1
- — T2 < -3
21 — 19 < 2

T1,x2 > 0.

Po prevodu do rovnicového tvaru muzete pouzit poédtecni pripustné bdzické Feseni s x1 = 3a
T2 = 4.

(b) Optimalizujte funkci max 4z, + 5x2 + 33 20 podminek

1+ xo + 223 > 20
521 + 6z + bx3 < 50
1 + 3z + bx3 < 30
z1,22,23 > 0.

Piiklad 3. Vyreste simplezovou metodou ndsledugici ilohu linedrniho pProgramovani:

max 5z — 1922 — 3z3 — 414
x5 = —0.527 + 2z + 0.923 — 44
zg = —0.521 + 472 + 123 — T4
z7=1—o

xlax2ax3a$4ax5a$6am7 Z 0.

Jako pivotovaci pravidlo pouZijte Blandovo pravidlo. Zméni se vypocet, pokud bychom pouzival
Dantzigovo pravidlo?



Linearni programovani a kombinatorické optimalizace —
priklady na 9. cvicent”®

29. dubna 2024

1 Dualita

Méjme nasledujici dlohu linearniho programovémi P s n proménnymi a m podminkami:
max ¢ x za podminek Ax<bax>0. (P)

Té budeme iikat primdrni linedrni program (neboli primdr). Jeho dudlnim linedrnim programem
(neboli dudlem) nazveme nasledujicf linedrni program D s m proménnymi a n podminkami:

minb 'y za podminek Aly>cay=>0. (D)

Vysvétleni: pii feseni P se snazime najit linedrni kombinaci m podminek soustavy Ax < bs
néjakymi koeficienty y1,. .-, Ym > 0 takovymi, aby vyslednd nerovnost méla j-ty koeficient aspon
¢j pro kazdé j € {1,... ,n} a prava strana piitom byla co nejmensi.

Ukazuje se, ze program D ,hlida“ program P podle nésledujiciho vysledku, ze kterého napiiklad
vidime, ze je-li P neomezeny, pak D nemé piipustné feseni.

Véta 1 (Slabd véta o dualite). Pro kaZdé pripustné TeSeni X dlohy P a kaZdé pripustiné Feseni'y
dlohy D plati ¢'x<b'y.

Nasledujici zesileni je asi nejdilezitéjsim teoretickym vysledkem o linedrnich programech.
Véta 2 (Silné véta o dualité). Pro tlohy P a D nastane prdvé jedna z ndsledugicich étyr moznosti:
(a) Ani P ani D nemd pripustné resent.

(b) Uloha P je neomezend a D nemd piipustné fesent.
(c) Uloha P nemd pripustné redeni a D je neomezend.
(d) Ulohy P i D maji piipustné Feseni. Pak magi i optimdlni reseni X* ay* a plati cTx* = b'y*.

Duéln{ linedrni programy muZzeme uvazit i pro linedrni programy v obecném tvaru, staci po-
stupovat podle néasledujici tabulky. Postup funguje zleva doprava 1 zprava doleva.

Primérni iloha Duélni iloha
Proménné x = (Z1,--+Tn) y = (Y1, Ym)
Matice A e Rm*" AT e R
Prava strana b e R™ ceR”
Uéelové funkce maxc'x minb 'y
Podminky i-t4 podminka ma < ¥i =0
> v <0
= yi €R
zj >0 j-t4 podminka md >
z; <0 <
z; €R =

*Informace o cvic¢eni naleznete na http://kam.mlf.cuni.cz/'balko/



Piiklad 1. Vytvorte dudlni program D pro ndsledugici primdrni linedrni program B

max 6xq + 4z + 273
521 + 229 + @3 <5
Ty + 32 <2
To +x3 <2
x1,T2,23 >0

Piiklad 2. Vytvorte dudlni program D pro ndsledujici primdrnd linedrni program Py

max €1 — 22 + 34
Ty —6x3 + x4 < 4
—31+ 3z —32z3=0
6x, — 2x2 + 273 —4x4>5
22 <0
z4 >0

Piiklad 3. DokaZte nebo vyvrafte turzeni:

)(&N

(b) Pokud md linedrni program optimum $ celociselngmi proménnymi, tak md celoéiselné optimdlnt
Fesend 1 dudl.

(a) Pro kazdy linedrni program P plati, Ze dudl dudlu P je puvodni program P.

Piiklad 4. (*) Méme ndsledugici ulohu linedrniho programovdni P:
maxc ' x za podminek Ax<bax>0.

Pomoci duality zkonstruujte soustavu nerovnic, pro kterou ze souradnic libovolného Tesent lze vycist
optimdlni Tesent pro P.

Tim ukdZeme, Ze asymptotickd sloZitost problému rozhodnout, zda je dany mmnohostén neprdzdny,
je stejnd jako slozitost problému nalezeni optimdiniho resend ulohy linedrniho programovdnt. Nebo
jesté jinak: nalezeni pripustného Fesend linedrntho programu je asymptoticky stejné obtiiné jako
nalezeni optimdlniho Fesent.

?
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Linearni programovani a kombinatoricka optimalizace —
priklady na 10. cviceni*

6. kvéna 2024
1 Dualita jeji aplikace

Priklad 1. Sestrojte dudini dlohu k linedrni relaxaci tilohy Nalezeni minimdlniho vrcholového
pokryti ve vdZeném grafu G = (V, E,w), kde w: V. — R*. Pro pripomenuti, tato relazace vypadd
ndsledovneé:

Proménné: x, > 0 pro kazdé ve V

Uéelovd funkce:  min Z w(v)z,
veVvV
Podminky : x4 +x, > 1 pro kazdé {u,v} € E
Jaky problém tesi dudlni uloha pro jednotkové vdihy?
Sit je usporddand ctvertice (G, z, s,c), kde G = (V, E) je orientovany graf, neboli E C VxV, za
s jsou dva rizné vrcholy grafu G (zvané zdroj a stok) a kapacita c: E — R je funkce ohodnocujici
hrany. Tok v siti je kazda funkce f: E — R spliujici 0 < f(e) < c(e) pro kazdou hranu e € E a

> fwv)= > f(v,u)
vi(u,v)EE vi(v,u)€EE
pro kazdy vrchol u € V mimo stok a zdroj. Velikost toku je
w(f)= Y flav)- Y f2).
vi(z,v)EE vi(v,z)EE
Rezem v siti je mnozina R hran vedoucich z mnoziny vrcholti Z do mnoziny vrcholi S = V' \ S,
kde z € Z a s € S. Kapacitou Tezu R je ) . c(e).
Priklad 2. Uvazme ndsledujici ilohu linedrniho programovdni pro problém Nalezeni maximalniho
toku v siti (G = (V, E), 2, 8,¢):
Proménné: z.>0 pro kaZdéec E
Uéelovd funkce: max Bg, z
Podminky : Z Bz — Z Ty,y =0 pro kaZdé v €V
u:(u,v)EE u:(v,u)€EE
z. < c(e) pro kazdé e € E
(V tomto programu jsme pridali hranu (s,z) ,nekonecné“ velké kapacity, ¢imZ tok cirkuluje a
program se tak zjednodusi wvedenim podminek Kirchhoffovych zdkoni i pro zdroj a stok).

Sestrojte dudl této ulohy a (*) nahlédnéte, se odpovidd relavaci tlohy Nalezeni Fezu minimalni
kapacity v siti.

Piiklad 3. (a) Uvaste ndsledujici linedrni program pro orientovany graf G = (V, E) a jeho vrcholy
sat:

Proménné: x, € R pro kazdé v eV
Ucelovd funkce: maxx;

Podminky: =y =20
T, — Ty < 1 pro kazdé (u,v) € E

Nahlédnéte, Ze Tesi tlohu Nalezeni délky nejkratsi cesty mezi vrcholy s a t v G. V ucelové
funkci je skuteéné mazimum, i kdyZ chceme nalézt nejkratsi cestu.

(b) Zkonstruujte dudl k predeslé tloze. Jaky problém dudl resi?

*Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff,cuni.cz/”balko/



2 Komplementarita

Véta 1 (Véta o komplementarité). Méjme tlohu
ndsledugici formé: "
maxc'x,Ax < b,x >0,

(D)

minb'y, ATy > ¢,y > 0. ‘ N
;i prvek matice A na pozict (4, 7).
), kdy# plati ndsledugict dva vztahy

linedrniho programovdni P a jeji dudl D

Méjme pripustnd reseni x* a y* pro P a D a oznac'me/ ]fzko ,;1
Pak x* a y* jsou optimdinimi resenimi tiloh P a D prdvé tehdy,

m
x; = 0 nebo ZAj,iyj =¢; pro kazdé i € {1,...,n} a
i=1

n
y; = 0 nebo ZAj,iwi = b; pro kazdé j € {1,...,m}.
i=1
Prvni vztah ikd, ze pro kazdé i je bud’ i-t4 proménnd primaru nulovéd nebo je i-td podmfnk.?,
duélu tésnd. Druhy vztah analogicky iiké, ze pro kazdé j je bud’ j-t4 proménnd duélu nul?vva't
nebo je j-t4 podminka priméru tésna. Tento vysledek nam pomiize ovéfovat optimalitu feseni ¢i
napiiklad urcovat optima dudlu z optim priméru.

Pfiklad (Reseny piiklad). Méjme ndsledujici primdr P a dudl D:

max 2z; + 4o + 373 + x4
31+ xo + 13+ 44 < 12
Ty — 32+ 223 +304 <7 (P)
221+ 2+ 323 — 24 < 10
Z1,T2,%3,24 > 0

min 12y, 4+ 7ys + 10y3
3y1 +y2 +2y3 > 2
Y1—3y2+ysz >4 (D)
Y1+2y2+3ys >3
dy1 +3y2 —y3 > 1
Y1,Y2,Y3 > 0

Bud' x* = (0, %,O, %) optimem v P. Uréete optimum v D.

Reseni. Pode Véty o komplementarité jsou 2. a 4. nerovnost v D splnény tésné, protoze a9 # 0 a
z4 # 0. V primdru P po dosazeni hodnot x* vidime, Ze 2. nerovnost v P nenf tésnd a podle Véty
o komplementarité tedy mame y, = 0. Dosazenim y2 = 0 do 2. a 4. nerovnosti v D zapsanych s
rovnosti dostdvdme soustavu

Y1 t+ys=4
4y —ys =1,
jejiz feSeni y* = (1,0, 3) je pifpustné pro D a tedy je optimem v D. a

Priklad 4. Optimdinim resenim duding ulohy D k ndsledujici iloze P je y* = (0, 7, 1—21—, 0).

max 4z — 2zy + T3
521 + o — 223 < 12
-z —x2+x3 < -1
2z + 22 < 4 (P)
Ty + 23 <4
Z1,%2,x3 >0




(a) Spoctéte pomoct komplementarity optimdlni Tesent primdru P.

(b) Naleznéte vektoryx ER® ay € R*, které splituji oba vztahy z Véty o komplementarite, ale ani

X a ani'y mejsou optimdlnimi FeSenimi pro P aD.
Piiklad 5. Méjme ndsledugict zaddni dudlu D vlohy P:
max 3y1 + 3y2 + 6y3 + 4vs
y1 +2y2 +3ys + Y4 <O
1 +y2+2y3+3y4 =3
yi+y2+ys =1
yl)yéay3)y4 > 0

Pripustnym resenim primdru P je x' = (4,0,—1). Je toto Fesent primdru optimem v P

(D)



