Diskrétni matematika: cviceni 1 30. z4&r 2026

Logika

Znaceni. Logické spojky a kvantifikatory zna¢ime nésledovneé:

e —r negace neni pravda, ze plati x
e t Ay konjunkce plati z a zaroven plati y
e zVy disjunkce plati z nebo plati y
e r =y implikace pokud plati x tak plati také y
e v &y ekvivalence x plati pravé tehdy kdyz plati y
e (V)¢ univerzalni kvantifikator pro vsechna z plati formule ¢
e (dr)p existenéni kvantifikator existuje = pro které plati formule ¢

(Vx € M) ¢ znaéi ,,pro vSechna z z mnoziny M plati p.“ Obdobné 3z € M.

Priklad 1 (Exkluzivni OR). Uvazte logickou spojku exkluzivni disjunkce (XOR) znacenou
jako x @ y. Vyjadrete ji pomoci ostatnich logickych spojek.

g g - %3 ? Pravdivostni tabulka XORu

011 1 x @y plati pravé kdyz plati alespon jedno
110 1 z x a y, ale ne obé zaroven.

111 0

Reseni. Jsou dvé prirozend feseni:

e (zVy)A—(zAy) plati x nebo y, a zdroven neni pravda, ze plti x i y. Prosté jsme prepsali
definici.

e r < —y. Muzeme si vSimnout, ze x = 1 prave tehdy, kdyz y = 0, a naopak.

Tyto dva vyroky by tedy méli byt ekvivalentni, ale asi to neni na prvni pohled zfejmé. Zkusme
prevést x < —y na (x V y) A =(z A y). Budou se ndm k tomu hodit zakladni logické prevody:

e a & b je ekvivalentni (a = b) A (b= a).

e a = b je ekvivalentni —a V b. ...vyrok ,kdyz prsi, tak je mokro® je ekvivalentni vyroku
,neprsi nebo je mokro®.

e —(a =) je ekvivalentni a A —=b. ... Jediny piipad, kdy je tato implikace nepravdivé, je
pokud ,,prsi ale neni mokro*.

e —(aVb) je ekvivalentni ma A =b.  ...vyrok ,neni pravda, ze vanocka je mékka nebo
sladka®“ je ekvivalentni vyroku , vanocka neni mékka ani sladka*.

e —(aAb) je ekvivalentni —=a V =b. ...vyrok ,neni pravda, Ze vanocka je mékka a zdroven
sladkd“ je ekvivalentni vyroku ,véanocka bud neni mékka nebo neni sladka®.

Pomoci téchto prevodi muzeme vyrok x < —y zjednodusit nasledovneé:
r& oy~ (@= -y A(y =) ~ (teVoy) Ay V).

Coz neni presné to co jsme chtéli, (x V y) A =(z A y). Ale to se snadno spravi, protoze negaci
konjunkce (x V y) A =(z A y) zjednodusime jako

(@Vy)A=(zAy) ~ (@Vy) Aoz Voy).
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Vyroky

V nasledujicich tdlohach uvéazime mnozinu statu: N o————»o C
M = {Francie, Némecko, Cesko, Slovensko}.

Vyrok ,,Stat x vyvéazi vino do statu y.“ budeme zkracovat jako F

V(x,y). Vztah V je znazornén na diagramu vpravo. O—>' S

Priklad 2 (Preklddani). Vyjddiete vyroky v prirozeném jazyce pomoci matematickych symbolu
a naopak. Rozhodnéte, zda jsou pravdivé, ¢i 1zivé.

(a) Slovensko vyvazi vino do Francie.
(b) (3x € M) : V(Némecko, z).
Reseni. (a) V(S,F) neni pravda.

(b) Existuje stat, do kterého by vyvéazelo vino Nékecko. To je pravda: vyvazi do Ceska i do
Francie.

Piiklad 3 (Potadi kvantifikatoru). Vyjadiete nésledujici vyroky slovy a urcete, zda jsou
pravdivé, ¢i 1zivé.

Vi(x,y

8

VvV

z,

<

( ) Vi(z,y).

By e M):V(y,x).

( ) V(x,y).

(Vy € M) V(y,x).

Reseni. (a) Kazdy stét vyvazi nékam. Tohle neni pravda, Slovensko nikam nevyvazi.
(b) Do kazdého statu nékdo vyvézi. To je pravda.

(c) Existuje stat, ktery vyvazi do vsech statu. To je pravda, Francie vyvazi do vsech statu
(véetné sebe).

(d) Existuje stat, do kterého v8ichni vyvazi. To neni pravda, napiiklad proto ze Slovensko
nikam nevyvazi.

Piiklad 4 (Dukazy). O jiné mnoziné statu S jsme zjistili, ze splnuje:
(1) Ve e S)(Vyes):V(z,y) = —V(y,z).
(2) Vexe S)VyeS)(VzeS):V(z,y) ANV(y,z) = V(z,2).
Formulujte podminky vlastnimi slovy. Splnuje je i diive zminéna mnozina M?
(a) Dokazte, ze v S neexistuje stat, ktery vyvazi vino sam do sebe.
(b) Dokazte, ze v S neexistuje posloupnost stétu zo, z1, ..., x, kde xg = x, a plati

Vi(zo, 1) ANV (xy,22) A AV (2po1, x0).
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Reseni. Vyroky muzeme formulovat takto:
(1) Kdykoliv néjaky stét x vyvazi do statu y, potom y nemuze vyvazet do x.

(2) Kdykoliv néjaky stat = vyvazi do y, a zdroven y vyvazi do z, potom vzdy také x vyvazi
do z.

Ani jednu z z téchto podminek nase puvodni mnozina M nespliiuje. Prvni porusi tfeba Némecko
s Francii. Druhou porusi Némecko, Cesko a Slovensko, protoze Némecko nevyvazi do Slovenska.
Dikazy:

(1) Kdyby pro néjaky stat = platilo V' (z, x), tak z prvni podminky pak neplati V(z, z). Cili
z predpokladu, ze V(z,x) plati jsme vyvodili, ze V(x,x) neplati, coz je spor. S timto
predpokladem tedy musi byt néco Spatné a nemuze nikdy nastat.

(2) Uvazme, ze jsme takovou posloupnost nasli. Jelikoz x¢ vyvéazi do x; a x1 vyvazi do xo, tak
z druhé podminky vime, ze xg také vyvazi do xs. Jelikoz x5 vyvazi do x3, tak podobné
vime, ze xg vyvazi do x3. Toto opakujeme dokud nevyvodime, ze xqg vyvazi do x,. Ale
Ty = Tp, a z (a) vime, Ze tato situace nemuze nastat — opét jsme dosli ke sporu.

Mnoziny
Znaceni. Mnozinové operace znacime nasledovné: AU B sjednoceni, AN B prunik, A\ B

rozdil. Zapis {x | p(x)} zna¢i mnozinu vsech prvku spliujicich podminku ¢.

Priklad 5 (Formélni zapis). Vyjddrete sjednocent, prunik a rozdil mnozin A a B pomoci zdpisu
{z|¢(x)} kde ¢ nahradite za vhodnou podminku.

Resend.
AUB ={z|z € AVz € B}, ANB ={z|z € ANz € B}, A\B ={z|z € ANz ¢ B}.

Ptriklad 6 (Operace na mnozinach). Uréete maximalni mozny pocet ruznych mnozin, které
1ze ziskat pomoci operaci N, U, \ ze dvou mnozin A, B. Operace muzete libovolné opakovat a
kombinovat. Stejné tak muzete libovolnou z mnozin pouzit vicekrat.

Reseni. Kdyz si ¢lovék nakresli Venntiv diagram, tak tam jsou tii regiony:
e prvky co jsou v Ai B, tedy AN B. Oznacme tento region X.
e prvky co jsou pouze v A, tedy A\ B. Ozna¢me tento region Y.
e a prvky co jsou pouze v B, tedy B\ A. Oznacme tento region Z.

Kazdy z nich lze vytvorit pomoci operaci pruniku a rozdilu. Diky operaci sjednoceni je lze
libovolné kombinovat: napriklad muzeme vzit Y a Z, ale vynechat X. Tato mnozina by vypadala
jako (A\ B)U (B\ A). Mdme tii regiony a kazdy si bud muzeme vzit nebo vynechat (to jsou
dvé moznosti za jeden region), takze celkem umime vytvofit 2 - 2 - 2 = 23 riznych mnozin.

Pro¢ jich nedokdzeme udélat vic? At aplikujeme sjednoceni, prinik ¢ mnozinovy rozdil
jakkoliv, nejsme od sebe schopni oddélit jednotlivé prvky v regionu X (totéz plati i pro Y a 7).
Tedy kazdd vyslednd mnozina obsahuje bud’ celou X, nebo neobsahuje nic z X (totéz plati pro
Y alZ).
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Piiklad 7 (Symetricky rozdil). Symetricky rozdil AAB definujeme jako mnozinu vsech
prvki, které jsou bud v A anebo v B, ale ne v A i B zarover.

Vyjadiete mnozinu AAB pomoci operaci N, U, \. Nemusite pouzit vSechny uvedené operace.
Zkuste najit alespon dva zpusoby.

Resend. Napiiklad AAB = (AU B)\ (AN B) nebo AAB = (A\ B)U (B A).
Také je dobré si uvédomit, ze symetricky rozdil odpovida logické spojce XORu definované
vyse
AAB={z|(xr € A)® (x € B)}.

Priklad 8 (Podmnozina). Pokud je A podmnozinou mnoziny B (tedy neobsahuje zadny
prvek co by nebyl v B), piseme A C B. Vyjadfete tento vztah vhodnou matematickou formuli.

Reseni. A C B zapiseme jako (Vo € A) : x € B. Nebo (Vz)(r € A = = € B).

Priklad 9 (Poten¢ni mnozina). Mnozinu vSech podmnozin mnoziny A nazyvéme jeji potenéni
mnoZinou a zna¢ime ji jako P(A) nebo obcas také jako 24.

(a) Zapiste mnozinu P(A) pomoci zapisu {z | ¢(z)}.
(b) Urcete velikost mnoziny P(A) za predpokladu, ze mnozina A je kone¢na.
Reseni. (a) P(A)={B|BC A}

(b) Poc¢itdme pocet podmnozin n-prvkové mnoziny A. Predstavme si, Ze takovou podmnozinu
B C A vytvaiime. Pro kazdy prvek a € A se muzeme rozhodnou, zda jej do B dame, ¢i
nedame. To jsou dvé moznosti. Celkem podmnozin tedy mizeme vyrobit 2" = 2/4,

Hadanky

Ptriklad 10 (Topinky). Smazime topinky na panvi a nechceme plytvat casem. Opéci jednu
stranu topinky trva 5 minut. Na panev se soucasné vejdou nejvys dva krajice. Jak dlouho bude
trvat opéct 3 krajice chleba (z obou stran)? Jak dlouho n krajica?

Resent. Nejpiimocatejsi postup by bylo nejprve opéci prvni 2 krajice z obou stran, to je 10
minut, a pak treti krajic opét z obou stran, to je také 10 minut. Celkem tedy 20 minut. Ale lze
to lépe.

Ocislujme si nase topinky 1, 2,3 a jejich horni resp. dolni strany oznacme H resp. D. Takze
1y znaci horni stranu prvni topinky. Osmazime nejprve 1g,2y, potom 1p, 35 a nakonec 2p, 3p.
To je pouze 15 minut! Podobné dokazeme vzdy osmazit n > 2 topinek za 5n minut.

Jesté musime argumentovat, ze to nejde 1épe. Nejde: n topinek ma 2n stran a panvi se
muzou najednou smazit jen dvé topinky, takze potfebujeme minimalné n osmazeni. Jelikoz
jedno osmazeni trva 5 minut, potiebujeme alespon 5n minut.

Priklad 11 (Rovnoramennd vdha). Mame k dispozici rovnoramennou véhu a 9 minci. Jedna z
minci je ovsem falesnd, coz se pozna tak, ze je leh¢i nez ostatni mince, které vazi vsechny stejné.
Na kolik nejméné vazeni dokazeme zjistit, kterd z minci je falesna?

Resend. Lze to na dvé vazeni. Mince rozdélime na tii hroméadky po tech, a dvé z nich preméfime.
(1) Pokud je hromadka nalevo lehéi, potom je falesna mince v levé hromédce.
(2) Pokud je hroméadka napravo lehéi, potom je falesnd mince v pravé hromadce.

(3) Pokud vazi stejné, pak je falesnd mince ve tieti hromadce co jsme nevézili.
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Nehledé na vysledek se ndm ted staéf soustiedit na t¥i mince. Dvé z nich porovndme na véze a
tfeti nechame stranou. Stejnou logikou jako predtim dokazeme urcit, ktera z minci je falesna.

Pro¢ to nejde na jedno vazeni? Abychom si byli jisti, Ze se rozhodujeme spravné, musime na
vahu vzdy dét dvé hroméadky stejné velikosti. (Rozmyslete si, ze napiiklad kdybychom vazili
3 vs 4 a dvé mince by byly stranou, tak se muze stat, ze po vazeni neumime o pozici falesné
mince fict nic). Rozdéleni 3 ku 3 ku 3 je pak nejrovnomérnéjsi, muzete si zkusit co by se stalo
kdybychom délili 2, 2,5 nebo 4,4, 1.

Piiklad 12 (Sachovnice a domino). Mame za tikol pokryt celou sachovnici rozméri n x n
dominovymi dilky rozmeéru 2 x 1. Dva protilehlé rohy této Sachovnice ovsem chybi. Pro jaka n
je mozné takové pokryti najit?

Resend. Pokud je n liché, potom jsou n-n a n-n—2 také liché. Dominovy dilek zabird dvé policka,
takze jimi lze pokryt pouze sudy pocet dilku — pro liché n takové pokryti tedy neexistuje.

Kdyz je n sudé, uvédomme si, ze protilehlé rohy maji stejnou barvu. Takze jsme odstranili
bud dvé cerné, nebo dvé bil4 policka. Ale dominové posticka vzdy pokryje jedno bilé a jedno
¢erné policko. Jelikoz naSe Sachovnice méa ruzné pocty bilych a ¢ernych policek, tak ji nelze
pokryt.
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