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Logika

Značeńı. Logické spojky a kvantifikátory znač́ıme následovně:

• ¬x negace neńı pravda, že plat́ı x

• x ∧ y konjunkce plat́ı x a zároveň plat́ı y

• x ∨ y disjunkce plat́ı x nebo plat́ı y

• x ⇒ y implikace pokud plat́ı x tak plat́ı také y

• x ⇔ y ekvivalence x plat́ı právě tehdy když plat́ı y

• (∀x)φ univerzálńı kvantifikátor pro všechna x plat́ı formule φ

• (∃x)φ existenčńı kvantifikátor existuje x pro které plat́ı formule φ

• (∀x ∈ M)φ znač́ı
”
pro všechna x z množiny M plat́ı φ.“ Obdobně ∃x ∈ M .

Př́ıklad 1 (Exkluzivńı OR). Uvažte logickou spojku exkluzivńı disjunkce (XOR)
značenou jako x⊕ y. Vyjádřete ji pomoćı ostatńıch logických spojek.

x y x⊕ y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Pravdivostńı tabulka XORu
x⊕y plat́ı právě když plat́ı alespoň jedno
z x a y, ale ne obě zároveň.

Výroky

V následuj́ıćıch úlohách uváž́ıme množinu stát̊u:

M = {Francie,Německo, Česko, Slovensko}.

Výrok
”
Stát x exportuje v́ıno do státu y.“ budeme zkracovat

jako E(x, y). Vztah E je znázorněn na diagramu vpravo.
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Př́ıklad 2 (Překládáńı). Vyjádřete výroky v přirozeném jazyce pomoćı matematických
symbol̊u a naopak. Rozhodněte, zda jsou pravdivé, či lživé.

(a) Slovensko vyváž́ı v́ıno do Francie.

(b) (∃x ∈ M) : E(Německo, x).

Př́ıklad 3 (Pořad́ı kvantifikátor̊u). Vyjádřete následuj́ıćı výroky slovy a určete, zda jsou
pravdivé, či lživé.

(a) (∀x ∈ M)(∃y ∈ M) : E(x, y).

(b) (∀x ∈ M)(∃y ∈ M) : E(y, x).

(c) (∃x ∈ M)(∀y ∈ M) : E(x, y).

(d) (∃x ∈ M)(∀y ∈ M) : E(y, x).
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Př́ıklad 4 (Důkazy). O jiné množině stát̊u N jsme zjistili, že splňuje:

(1) (∀x ∈ N)(∀y ∈ N) : E(x, y) =⇒ ¬E(y, x).

(2) (∀x ∈ N)(∀y ∈ N)(∀z ∈ N) : E(x, y) ∧ E(y, z) =⇒ E(x, z).

Formulujte podmı́nky vlastńımi slovy. Splňuje je i dř́ıve zmı́něná množina M?

(a) Dokažte, že v M neexistuje stát, který exportuje v́ıno sám do sebe.

(b) Dokažte, že v M neexistuje posloupnost stát̊u x0, x1, . . . , xn kde x0 = xn a plat́ı
E(x0, x1) ∧ E(x1, x2) ∧ · · · ∧ E(xn−1, xn).

Množiny

Značeńı. Množinové operace znač́ıme následovně: A ∪B sjednoceńı, A ∩B pr̊unik,
A \B rozd́ıl. Zápis {x |φ(x)} znač́ı množinu všech prvk̊u splňuj́ıćıch podmı́nku φ.

Př́ıklad 5 (Formálńı zápis). Vyjádřete sjednoceńı, pr̊unik a rozd́ıl množin A a B pomoćı
zápisu {x |φ(x)} kde φ nahrad́ıte za vhodnou podmı́nku.

Př́ıklad 6 (Symetrický rozd́ıl). Symetrický rozd́ıl A△B definujeme jako množinu všech
prvk̊u, které jsou bud’ v A anebo v B, ale ne v A i B zároveň.

Vyjádřete množinu A△B pomoćı operaćı ∩,∪, \. Nemuśıte použ́ıt všechny uvedené
operace. Zkuste naj́ıt alespoň dva zp̊usoby.

Př́ıklad 7 (Podmnožina). Pokud je A podmnožinou množiny B, tak ṕı̌seme A ⊆ B.
Vyjádřete tento vztah vhodnou matematickou formuĺı.

Př́ıklad 8 (Potenčńı množina). Množinu všech podmnožin množiny A nazýváme jej́ı
potenčńı množinou a znač́ıme ji jako P(A) nebo 2A.

(a) Zapǐste množinu P(A) pomoćı zápisu {x |φ(x)}.

(b) Určete velikost množiny P(A) za předpokladu, že množina A je konečná.

Hádanky

Př́ıklad 9 (Topinky). Smaž́ıme topinky na pánvi a nechceme plýtvat časem. Opéci jednu
stranu topinky trvá 5 minut. Na pánev se současně vejdou nejvýš dva kraj́ıce. Jak dlouho
bude trvat opéct 3 kraj́ıce chleba? Jak dlouho n kraj́ıc̊u?

Př́ıklad 10 (Rovnoramenná váha). Máme k dispozici rovnoramennou váhu a 9 minćı.
Jedna z minćı je ovšem falešná, což se pozná tak, že je lehč́ı než ostatńı mince, které váž́ı
všechny stejně. Na kolik nejméně vážeńı dokážeme zjistit, která z minćı je falešná?

Př́ıklad 11 (Šachovnice a domino). Máme za úkol pokrýt celou šachovnici rozměr̊u n× n
dominovými d́ılky rozměr̊u 2× 1. Všechny čtyři rohy této šachovnice ovšem chyb́ı. Pro
jaká n je možné takové pokryt́ı naj́ıt?
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