Diskrétni matematika: cviceni 2 7. tijna 2026

Modularni aritmetika
e Proa,b € Z iikdme, ze a déli b pokud Ir € Z : b = a - r. Piseme a | b.
e Cisla a,b € Z jsou kongruentni modulo n pokud n | (a — b). Piseme a = b (mod n).

Piiklad 1 (Kongruence jinak). Ukazte, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro a,b € Z.
Abychom ukazali ze dvé podminky jsou ekvivalentni, musime ukazat, ze z prvni vyplyva druhad,
a zaroven, ze z druhé vyplyva prvni.

(1) a=b (mod n).
(2) IreZ:a=rn+b. ...7 a lze prejit na b postupnym pricitanim (odecitdnim) ¢isla n.
(3) aib maji stejny celociselny zbytek po déleni éislem 7.

Res )=(2)a=b (modn) = n|(a—b) = Ir€Z:a—b=nr = a=rn+b.
Ja=rn+b = a—b=rn = n|(a—b) = a=>b (mod n).

) Zapisme b=kn+ 2z kde 0 <z <n.Paka=rn+b=(r+k)n+ 2z Obé cislaaibd
zbytek z po déleni cislem n.

) Zapisme a = fn+zab=kn+z2kde0<z<n Paka—0b= ({—k)n atudiz

= ({ — k)n+b. Zvolime r = ¢ — k.

ent. (1
(2)=(1
(2)=(3
maji tedy
(3)=(2

Piiklad 2 (Vlastnosti kongruence). Dokazte zdkladni vlastnosti kongruence z prednasky. Pokud
a=ad (modn)ab="b (mod n), potom

(a) a+b=d +b (modn) ..10+3=4+4+(-3) =1 (mod 6)
(b) a-b=d -V (mod n) ...17-16=2-1=2 (mod 5)
(c) a* = (a’)* (mod n) pro kazdé k € N 107 =1"=1 (mod 9)

Reseni. Necht a =kn+z, a =k'n+ 2z, b=In+s, b =0n+s kde0<2z2,5<n.
(a) a+tb=(k+ln+z+s=z+s=K+0)n+z+s=d +V.

(b) a-b= (kn+2)(n+s) = kin+ skn+ zln + zs = zs = K'l'n + sk'n + z20'n + zs =
(Kn+z)(ln+s)=d -V

(¢) Opakovanou aplikaci (b), formélné provadime matematickou indukei podle k.
Piiklad 3 (Zbytek po déleni). Kolik je zbytek po déleni ¢isla 2706 ¢islem 87 A co éislem 137
Resend. 2706 =2-10°+7-102+6=2-22+7-2246=2-0+(=1)-4+6 =2 (mod 8).
2706 =2 (=3)*4+7-(=3)*+6=-2-2T+7-946=-2-147-(—4)+6 = —24 =2 (mod 13).
Piiklad 4 (Posledni éislice). Najdéte posledni éislici éisla 719,

Reseni. Odpoved je 1 jelikoz 710 = (7%)50 = 49%Y = (—1)5° = 1 (mod 10).
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Kombinatorické pocitani
e Faktoridl ¢isla n € N je ¢islo n! = [];_, k. Napiiklad 6! =6-5-4-3-2- 1.

Piiklad 5 (Sachovi kralové). Kolika zptisoby lze rozestavit cerného a bilého kréle na sachovnici
8 x 8 tak, aby se navzdjem neohrozovali? (Tedy nestéli na sousednich polickéch).

Resend. Stoji-li bily krél v rohu, mé ¢erny 60 moznosti, stoji-li u strany je to 58, v ostatnich
pripadech 55. Pocet moznych rozestaveni je tedy celkem 4 - 60 4 24 - 58 + 36 - 55 = 3612.

Piiklad 6 (Pripitek). Na oslavé sedi okolo velkého kulatého stolu n hostu. Béhem pfipitku si
kazdy s kazdym tukne sklenickou. Kolik celkem tuknuti zazni?

Resend. Kazdy z n hosti si fukne s kazdym z ostatnich n — 1 hostii. Tedy celkem n(n — 1), az
na to ze kdyz si Pepa tukne s Frantou, tak si zdroven i Franta tukne s Pepou — kazdé fuknuti
tudiz pocitdme dvakrat! Spravna odpoved tedy je n(n —1)/2.

Alternativné si muzeme uvédomit Ze jedno tuknuti odpovidd (neuspoiddané) dvojici lidi co

si tukla. Tuknut{ tedy je (5) = %

Piiklad 7 (Sportovni tym). Tiida ve které je 30 studentu si voli 5 reprezentantii na sportovni
akci. Kolik riznych tymu muze vyslat? Co kdyby velikost tymu nebyla nijak omezena?

Reseni. Nejprve zvolime 5 studentit. Na prvniho mdme 30 moznosti, na druhého 29, tetiho 28,
¢tvrtého 27 a patého 26. Ale uvazte jak se lisi nasledujici dva tymy:

e prvni Pepa, druhy Franta, tfeti Martina, ¢ctvrty Matéj, pata Eliska.
e prvni Martina, druhy Franta, tfeti Eliska, ctvrty Pepa, paty Maté;.

Lisi se pouze v poradi, ale jsou to ten stejny tym. Poradi studenti v tymu lze prohazet 5! = 120
zpusoby, kazdy tym jsme zapocetli 120krat! Trida tedy muze vyslat w = 142506
ruznych tymu.

Toto cislo se zapisuje jako (30

5

(n) n(n—1)(n—2)-(n—k+1) nl

k)~ k! " kl(n — k)

) a cte se ,,30 nad 5“. Obecné kombinaé¢ni ¢islo

vyjadiuje pocet zpusobu jak vybrat k-prvkovou podmnozinu z n-prvkové mnoziny.
Kdyby velikost tymu nebyla nijak omezena, tak se vlastné ptame na pocet podmnozin
30prvkové mnoziny, coz z minulého cviceni vime Ze je 230 = 1073 741 824.

Piiklad 8 (Véz z kostek). Kolik je zpusobu, jak postavit véz z 5 zelenych, 4 ¢ervenych a 3
modrych kostek? Kostky jedné barvy jsou vzdjemné nerozlisitelné.

Resend. Na péti z dvanécti pozic ve vézi jsou zelené kostky, to je (152) = 792 moznosti. Pokud
je odstranime, ziskame véz o sedmi kostkach a nyni méame na vybér ¢tyfi pozice pro cervené
kostky, ¢ili (Z) = 35 moznosti. To je celkem

12\ (/7\ 12-11-10-9-8 7! 12!
(") = : - — 27720
<5) <4) 51 AT 31 514131

zpusobu. Toto ¢islo znacime (51423) a nazyvame multinomicky koeficient. Reprezentuje pocet

zpusobu jak rozdeélit skupinu velikosti 12 na skupiny velikosti 5, 4, a 3.

Alternativné si muzeme predstavit, ze kostky sklddame jednu po druhé na sebe, to je celkem
12! moznosti, ale jelikoz kostky jedné barvy jsou nerozlisitelné, tak mizeme libovolné promichat
zelené (5!), cervené (4!) i modré (3!) kostky.

Vice info k cviceni: https://smolikj.matfyz.cz/teaching/ 2


https://smolikj.matfyz.cz/teaching/

Diskrétni matematika: cviceni 2 7. tijna 2026

Piiklad 9 (Pexeso). Kolik riznych vychozich pozic ma hra Pexeso? Cili kolika zptisoby lze do
¢tverce 8 x 8 rozlozit 64 karet, v nichz je 32 identickych paru?

Resend. Pokud bychom vsechny karty odlisili, napt. éisly od 1 do 64, ziskali bychom 64! moznych
(fyzickych /ocislovanych) rozmisténi — méme 64 moznosti pro prvni kartu, 63 pro druhou atd. V
jedné vychozi pozici lze ale zaménit kazdou ze 32 dvojic stejnych karet, aniz by se vychozi pozice
zménila. Kazdé unikatni vychozi pozici tedy odpovida 23% ruznych (fyzickych/ocislovanych)
rozmisténi. Unikatnich vychozich pozic tedy je 64!/232.

Hadanky

Ptriklad 10 (Placeni mincemi). Urcete, které ¢astky je mozné zaplatit pomoci dvoukorun a
pétikorun.

Regeni. Lze viechny kromé 1Ké a 3K¢. Malé ¢dstky udéldme ruéné: 4 = 242, 5 =15, 6 = 24+2+42,
7 =54 2. Potom pouzijeme induktivni argument. Jakmile umime dvé po sobé jdouci ¢astky n
an+ 1, tak umime i vSechno vétsi. Opravdu: n + 2 udélame tak, ze si vezmeme feSeni pro n
a priddme jednu dvoukorunu. n + 3 udélame tak, ze si vezmeme feSeni pro n + 1 a pridame
dvoukorunu. Tim jsme nasi dvojici posunuli: nyni totéz muzeme zopakovat s n + 2 a n + 3.

Alternativné si muzeme uvédomit, ze kazdé sudé cislo lze zapsat jako soucet dostatecného
mnozstvi dvojek 2 + 2 + - - - 4 2, a kazdé liché ¢islo > 7 lze zapsat jako 5+ 2+ ---+ 2. Ale v
tom je ten induktivni argument také schovany.

Priklad 11 (Dlazdéni). Na sachovnici 2" x 2™ chybi jedno ndhodné vybrané policko. Ukazte, ze
zbylou plochu vzdy lze vydlazdit dilky, které maji tvar ,L* zabirajici 3 policka.

Resend. Indukei. Pro 2! x 2! staci jeden dilek. Predpoklddejme, ze to umime pro 2" x 2" a
chceme to udélat pro 2"+ x 2"+, Podivdm se na kvadrant ve kterém je to chybéjici policko:
ma rozmeér 2" x 2" takze jej jiz umime vydlazdit. Abychom vydlazdili zbylé tii kvadranty, tak
z kazdého odstranime rohovy dilek v centru Sachovnice, ¢imz vytvorime diru ve tvaru L. Z
kazdého kvadrantu (rozméru 2" x 2") jsme odstranili jeden dilek, takze je jiz umime vydlazdit.
Nakonec umistime posledni dilek do diry, kterou jsme predtim vytvorili ve stfedu Sachovnice.
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