
Diskrétńı matematika: cvičeńı 2 7. ř́ıjna 2026

Modulárńı aritmetika

• Pro a, b ∈ Z ř́ıkáme, že a děĺı b pokud ∃r ∈ Z : b = a · r. Ṕı̌seme a | b.

• Č́ısla a, b ∈ Z jsou kongruentńı modulo n pokud n | (a− b). Ṕı̌seme a ≡ b (mod n).

Př́ıklad 1 (Kongruence jinak). Ukažte, že následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı pro a, b ∈ Z.
Abychom ukázali že dvě podmı́nky jsou ekvivalentńı, muśıme ukázat, že z prvńı vyplývá druhá,
a zároveň, že z druhé vyplývá prvńı.

(1) a ≡ b (mod n).

(2) ∃r ∈ Z : a = rn+ b. . . . z a lze přej́ıt na b postupným přič́ıtáńım (odeč́ıtáńım) č́ısla n.

(3) a i b maj́ı stejný celoč́ıselný zbytek po děleńı č́ıslem n.

Řešeńı. (1)⇒(2) a ≡ b (mod n) =⇒ n | (a− b) =⇒ ∃r ∈ Z : a− b = nr =⇒ a = rn+ b.
(2)⇒(1) a = rn+ b =⇒ a− b = rn =⇒ n | (a− b) =⇒ a ≡ b (mod n).
(2)⇒(3) Zapǐsme b = kn+ z kde 0 ≤ z < n. Pak a = rn+ b = (r + k)n+ z. Obě č́ısla a i b

maj́ı tedy zbytek z po děleńı č́ıslem n.
(3)⇒(2) Zapǐsme a = ℓn + z a b = kn + z kde 0 ≤ z < n. Pak a − b = (ℓ − k)n a tud́ıž

a = (ℓ− k)n+ b. Zvoĺıme r = ℓ− k.

Př́ıklad 2 (Vlastnosti kongruence). Dokažte základńı vlastnosti kongruence z přednášky. Pokud
a ≡ a′ (mod n) a b ≡ b′ (mod n), potom

(a) a+ b ≡ a′ + b′ (mod n) . . . 10 + 3 ≡ 4 + (−3) ≡ 1 (mod 6)

(b) a · b ≡ a′ · b′ (mod n) . . . 17 · 16 ≡ 2 · 1 ≡ 2 (mod 5)

(c) ak ≡ (a′)k (mod n) pro každé k ∈ N . . . 104 ≡ 14 ≡ 1 (mod 9)

Řešeńı. Necht’ a = kn+ z, a′ = k′n+ z, b = ℓn+ s, b′ = ℓ′n+ s, kde 0 ≤ z, s < n.

(a) a+ b = (k + ℓ)n+ z + s ≡ z + s ≡ (k′ + ℓ′)n+ z + s = a′ + b′.

(b) a · b = (kn + z)(ℓn + s) = kℓn + skn + zℓn + zs ≡ zs ≡ k′ℓ′n + sk′n + zℓ′n + zs =
(k′n+ z)(ℓ′n+ s) = a′ · b′

(c) Opakovanou aplikaćı (b), formálně provád́ıme matematickou indukci podle k.

Př́ıklad 3 (Zbytek po děleńı). Kolik je zbytek po děleńı č́ısla 2706 č́ıslem 8? A co č́ıslem 13?

Řešeńı. 2706 = 2 · 103 + 7 · 102 + 6 ≡ 2 · 23 + 7 · 22 + 6 ≡ 2 · 0 + (−1) · 4 + 6 ≡ 2 (mod 8).
2706 = 2 · (−3)3 + 7 · (−3)2 + 6 ≡ −2 · 27 + 7 · 9 + 6 ≡ −2 · 1 + 7 · (−4) + 6 = −24 ≡ 2 (mod 13).

Př́ıklad 4 (Posledńı č́ıslice). Najděte posledńı č́ıslici č́ısla 7100.

Řešeńı. Odpověd’ je 1 jelikož 7100 = (72)50 = 4950 ≡ (−1)50 = 1 (mod 10).
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Kombinatorické poč́ıtáńı

• Faktoriál č́ısla n ∈ N je č́ıslo n! =
∏︁n

k=1 k. Např́ıklad 6! = 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1.

Př́ıklad 5 (Šachov́ı králové). Kolika zp̊usoby lze rozestavit černého a b́ılého krále na šachovnici
8× 8 tak, aby se navzájem neohrožovali? (Tedy nestáli na sousedńıch poĺıčkách).

Řešeńı. Stoj́ı-li b́ılý král v rohu, má černý 60 možnost́ı, stoj́ı-li u strany je to 58, v ostatńıch
př́ıpadech 55. Počet možných rozestaveńı je tedy celkem 4 · 60 + 24 · 58 + 36 · 55 = 3612.

Př́ıklad 6 (Př́ıpitek). Na oslavě sed́ı okolo velkého kulatého stolu n host̊u. Během př́ıpitku si
každý s každým t’ukne skleničkou. Kolik celkem t’uknut́ı zazńı?

Řešeńı. Každý z n host̊u si t’ukne s každým z ostatńıch n− 1 host̊u. Tedy celkem n(n− 1), až
na to že když si Pepa t’ukne s Frantou, tak si zároveň i Franta t’ukne s Pepou — každé t’uknut́ı
tud́ıž poč́ıtáme dvakrát! Správná odpověd’ tedy je n(n− 1)/2.

Alternativně si můžeme uvědomit že jedno t’uknut́ı odpov́ıdá (neuspořádané) dvojici lid́ı co

si t’ukla. Ťuknut́ı tedy je
(︁
n
2

)︁
= n(n−1)

2!
.

Př́ıklad 7 (Sportovńı tým). Tř́ıda ve které je 30 student̊u si voĺı 5 reprezentant̊u na sportovńı
akci. Kolik r̊uzných týmů může vyslat? Co kdyby velikost týmu nebyla nijak omezena?

Řešeńı. Nejprve zvoĺıme 5 student̊u. Na prvńıho máme 30 možnost́ı, na druhého 29, třet́ıho 28,
čtvrtého 27 a pátého 26. Ale uvažte jak se lǐśı následuj́ıćı dva týmy:

• prvńı Pepa, druhý Franta, třet́ı Martina, čtvrtý Matěj, pátá Elǐska.

• prvńı Martina, druhý Franta, třet́ı Elǐska, čtvrtý Pepa, pátý Matěj.

Lǐśı se pouze v pořad́ı, ale jsou to ten stejný tým. Pořad́ı student̊u v týmu lze proházet 5! = 120
zp̊usoby, každý tým jsme započetli 120krát! Tř́ıda tedy může vyslat 30·29·28·27·26

5!
= 142 506

r̊uzných týmů.
Toto č́ıslo se zapisuje jako

(︁
30
5

)︁
a čte se

”
30 nad 5“. Obecně kombinačńı č́ıslo(︃

n

k

)︃
=

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!

vyjadřuje počet zp̊usob̊u jak vybrat k-prvkovou podmnožinu z n-prvkové množiny.
Kdyby velikost týmu nebyla nijak omezena, tak se vlastně ptáme na počet podmnožin

30prvkové množiny, což z minulého cvičeńı v́ıme že je 230 = 1073 741 824.

Př́ıklad 8 (Věž z kostek). Kolik je zp̊usob̊u, jak postavit věž z 5 zelených, 4 červených a 3
modrých kostek? Kostky jedné barvy jsou vzájemně nerozlǐsitelné.

Řešeńı. Na pěti z dvanácti pozic ve věži jsou zelené kostky, to je
(︁
12
5

)︁
= 792 možnost́ı. Pokud

je odstrańıme, źıskáme věž o sedmi kostkách a nyńı máme na výběr čtyři pozice pro červené
kostky, čili

(︁
7
4

)︁
= 35 možnost́ı. To je celkem(︃

12

5

)︃
·
(︃
7

4

)︃
=

12 · 11 · 10 · 9 · 8
5!

· 7!

4! · 3!
=

12!

5! · 4! · 3!
= 27 720

zp̊usob̊u. Toto č́ıslo znač́ıme
(︁

12
5,4,3

)︁
a nazýváme multinomický koeficient. Reprezentuje počet

zp̊usob̊u jak rozdělit skupinu velikosti 12 na skupiny velikost́ı 5, 4, a 3.
Alternativně si můžeme představit, že kostky skládáme jednu po druhé na sebe, to je celkem

12! možnost́ı, ale jelikož kostky jedné barvy jsou nerozlǐsitelné, tak můžeme libovolně promı́chat
zelené (5!), červené (4!) i modré (3!) kostky.
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Př́ıklad 9 (Pexeso). Kolik r̊uzných výchoźıch pozic má hra Pexeso? Čili kolika zp̊usoby lze do
čtverce 8× 8 rozložit 64 karet, v nichž je 32 identických pár̊u?

Řešeńı. Pokud bychom všechny karty odlǐsili, např. č́ısly od 1 do 64, źıskali bychom 64! možných
(fyzických/oč́ıslovaných) rozmı́stěńı — máme 64 možnost́ı pro prvńı kartu, 63 pro druhou atd. V
jedné výchoźı pozici lze ale zaměnit každou ze 32 dvojic stejných karet, aniž by se výchoźı pozice
změnila. Každé unikátńı výchoźı pozici tedy odpov́ıdá 232 r̊uzných (fyzických/oč́ıslovaných)
rozmı́stěńı. Unikátńıch výchoźıch pozic tedy je 64!/232.

Hádanky

Př́ıklad 10 (Placeńı mincemi). Určete, které částky je možné zaplatit pomoćı dvoukorun a
pětikorun.

Řešeńı. Lze všechny kromě 1Kč a 3Kč. Malé částky uděláme ručně: 4 = 2+2, 5 = 5, 6 = 2+2+2,
7 = 5 + 2. Potom použijeme induktivńı argument. Jakmile umı́me dvě po sobě jdoućı částky n
a n+ 1, tak umı́me i všechno větš́ı. Opravdu: n+ 2 uděláme tak, že si vezmeme řešeńı pro n
a přidáme jednu dvoukorunu. n + 3 uděláme tak, že si vezmeme řešeńı pro n + 1 a přidáme
dvoukorunu. T́ım jsme naš́ı dvojici posunuli: nyńı totéž můžeme zopakovat s n+ 2 a n+ 3.

Alternativně si můžeme uvědomit, že každé sudé č́ıslo lze zapsat jako součet dostatečného
množstv́ı dvojek 2 + 2 + · · ·+ 2, a každé liché č́ıslo ≥ 7 lze zapsat jako 5 + 2 + · · ·+ 2. Ale v
tom je ten induktivńı argument také schovaný.

Př́ıklad 11 (Dlážděńı). Na šachovnici 2n × 2n chyb́ı jedno náhodně vybrané poĺıčko. Ukažte, že
zbylou plochu vždy lze vydláždit d́ılky, které maj́ı tvar

”
L“ zab́ıraj́ıćı 3 poĺıčka.

Řešeńı. Indukćı. Pro 21 × 21 stač́ı jeden d́ılek. Předpokládejme, že to umı́me pro 2n × 2n a
chceme to udělat pro 2n+1 × 2n+1. Pod́ıvám se na kvadrant ve kterém je to chyběj́ıćı poĺıčko:
má rozměr 2n × 2n, takže jej již umı́me vydláždit. Abychom vydláždili zbylé tři kvadranty, tak
z každého odstrańıme rohový d́ılek v centru šachovnice, č́ımž vytvoř́ıme d́ıru ve tvaru L. Z
každého kvadrantu (rozměru 2n × 2n) jsme odstranili jeden d́ılek, takže je již umı́me vydláždit.
Nakonec umı́st́ıme posledńı d́ılek do d́ıry, kterou jsme předt́ım vytvořili ve středu šachovnice.
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