Diskrétni matematika: cviceni 3 14. tijna 2026

Kombinatorické pocitani
e k-td klesajici mocnina ¢isla n je n® = n(n—1) - - - (n—k+1). Napiiklad 20 = 20-19-18-17.

e Kombinacni ¢isla ¢i binomické koeficienty jsou cisla ve tvaru

n _n_ﬁ_ n!
k) k' Kl(n—k)

Reprezentuji vybiréni k-prvkovych podmnozin mnoziny [n] = {1,2,3,...,n}.

e Multinomické koeficienty jsou cisla ve tvaru

n n!
— ™ ke Kyt kydetky, =n
<klak27 akm> k‘l'ka'kml’ € 1+ Re + + n

Reprezentuji rozklady mnoziny [n] = {1,2,3,...,n} na m ¢asti o velikostech ki, ks, . .., ky,.
Véta (Binomicka véta). Pro vsechna z,y € R an € N plati

(x+y)" = Zn: <2) aFynk,

k=0

Piiklad 1 (Opakovéni). Oznacme [n] = {1,2,3,...,n} a [m] ={1,2,3,...,m}. Urcete
(1) pocet vsech podmnozin [n]. (3) pocet vsech prostych zobrazeni [n] — [m]
(2) pocet vsech zobrazeni [n| — [m] (4) pocet vsech bijekei [n] — [m)]

Resend. (1) 2" (2) m™ (3) m® (4) n! pokud n = m.

Priklad 2 (Presmycky). Kolik ruznych (i nesmyslnych) slov lze ziskat prehdzenim pismen ve
slove COCACOLA?
= 8 —1680.

Reseni. (3,2?271) 312121

Priklad 3 (Vnorené podmnoziny). Urcete pocet usporadanych dvojic (A, B) kde A C B C [n].

Reseni. Mizu deélat charakteristické funkce coz da 3", nebo komb. tivahu coz dé Yoo 2F (Z)
Dokazali jsme tedy, ze soucet této rady je 3™.
Charakteristické funkce: https://matematika.reseneulohy.cz/3423/vnorene-podmnoziny
Kombinatoricka dvaha: Pro fixované k volim podmnozinu B C [n] velikosti k, a poté volim
libovolnou podmnozinu A C B. Takovych voleb je (}) - 2¥. KdyZ to udéléme pro viechny volby
k, dosteneme sumu vyse.

Priklad 4 (Uvazujeme kombinatoricky). Kombinatorickou uvahou dokazte, ze

(a) (Z) = (nfk), ... pravidlo soumérnosti
b) (7) = (Zj) + (";1), ... Pascalovo pravidlo
(c) Yoro (7) =2m, ...soucet n-té fady Pascalova trojihelniku

() k- () =n- ()
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Reseni. (a) Nalevo vybiram k-clenny tym z n-lenné skupiny. Napravo vybiram (n — k) lidi,
ktefi v tom tymu nebudou.

(b) Nalevo vybiram k-¢lenny tym z n-¢lenné skupiny. Napravo nejprve zafixuju jednoho ¢lovéka,
Pepu, a pak bud

e ze zbylych n — 1 lidi vybiram k — 1 co by s Pepou utvorili k£ ¢lenny tym. To odpovida
tymum s Pepou.
e ze zbylych n — 1 lidi vybiram k co utvoii tym. To odpovida tymum bez Pepy.

(¢) Napravo mam pocet podmnozin n-prvkové mnoziny. Nalevo sé¢itdm pocty podmnozin fixni
velikosti k.

(d) Nalevo z n lidi vyberu k-clenny reprezentacni tym, a pak z téch k& volim kapitdna. Napravo
nejprve vyberu kapitana, a potom z téch zbylych n — 1 lidi volim k£ — 1 co s nim utvoii
tym.

Piiklad 5 (Sestavme si vladu). Kombinatorickou tivahou nebo vypoctem vyjddiete bez pouziti

sumy:
= n
E k .
k=1

Resend. Kombinatoricky: vybirdm neprazdnou podmnozinu (vladu) a z té volim jednoho repre-
zentanta (premiéra). Tohle také mohu udélat tak, ze nejprve zvolim premiéra (n moznosti) a
pak ze zbylych n — 1 lidi vyberu kdo bude ve vlddé. To je 2"~! moznosti, takze celkem n - 2771

Vypoctem > p_ k(}) =nd i, (::il) — nzz;é (n;l) — p.on—1
Piiklad 6 (Starsi pulka tiidy). Kombinatorickou dvahou dokazte, ze

> (1) - ()0m)-()

Piiklad 7 (Posloupnosti 0 a 1). Kolik existuje posloupnosti n nul a j jednicek takovych, ze
zadné dvé jednicky nejsou vedle sebe?

Reseni. Reseni priste.

Resend. Regeni pifste.

Piiklad 8 (Scitame). Kolik feseni ma rovnice x1 + - - - + x, = ¢, kde ¢ je dané prirozené cislo,
(a) v oboru kladnych celych ¢isel ZT, ... musi platit ¢ > n
(b) v oboru nezépornych celych ¢isel Z .

Reseni. Kazdé teSeni této rovnice kde x; jsou nedapornd cela ¢isla si muzeme predstavit tak, ze
nalevo mame celkem c jednicek a mezi nimi n — 1 plusek, coz se sec¢te na c.

(a) Rozmistujeme n — 1 plusek mezi ¢ jednicek, takze (2:11)

(b) Nyni pluska mohou byt vedle sebe. Celkem napravo mame ¢+ n — 1 znaku (¢ jednicek
a n — 1 plusek). A z téchto ¢ + n — 1 znaku vybirdm n — 1 pozic kam umistim pluska.

Odpovéd tedy je (Cﬂ::l) _ (c—HCL—l).

Priklad 9 (Klasifikace). Mdme n pytliku s riznymi druhy sklenének. Na hru je tieba k kulicek.
Do tabulky nize zapiste poCty moznych vybéru.  Hint: zkuste pouZit reseni predchozich uloh.
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Nejvyse 1 sklenénka kazdého | Libovolné mnoho sklenének
druhu kazdého druhu

Zalezi na poradi, ve
kterém kulicky tahame
Nezélezi na poradi, ve
kterém kulicky tahame

Reseni. ReSeni pristeé.

Piiklad 10 (Sportem ku zdravi). Dvandct kamaradu se dohodlo na hrani volejbalu. Jeden z
nich vsak v prubéhu dne musel odejit dodélavat tikoly z diskrétni matematiky. Jak se zméni
pocet zpusobu rozdéleni do dvou tymu z puvodnich 6 vs 6 na novych 6 vs 57 Bude takovy pocet
polovicni, vyrazné mensi, nebo dokonce stejny?

Reseni. ReSeni priste.

Piiklad 11 (Hokejky). Dokazte, ze sectenim k-tych prvki vsech fad Pascalova trojihelniku az
po n-tou tadu ziskdte (k + 1)-ni prvek (n + 1)-ni fady. Neboli

> ()= (1)

Reseni. ReSeni priste.
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