Diskrétni matematika: cviceni 4 21. tijna 2026

Zobrazeni
e Zobrazeni z X do Y je libovolnd mnozina f C X x Y := {(z,y) |z € X Ay € Y} takovd,
ze pro kazdé x € X existuje pravé jedno y € Y spliaujici (x,y) € f. Piseme f(z) = y.

e Slozeni zobrazeni f : X - Y ag:Y — Z je zobrazeni go f : X — Z definované pro
z € X jako (g o f)(z) := g(f(x)).
Piiklad 1 (Vlastnosti zobrazeni). Rozhodnéte, co plati.
(a) Jeli g o f prosté zobrazeni, musi byt g prosté? Musi byt f prosté?
(b) Jeli g o f zobrazeni na, musi byt g na? Musi byt f na?

Regeni. (a) Zobrazeni f musi byt prosté, ale g nemusi.

(b) Zobrazeni g musi byt na, ale f nemusi.
Pozorovani. Zobrazeni f : X — X na koneéné mnoziné X je prosté, prdave tehdy, kdyz je na.
Piiklad 2 (Nekonecna jsou zrddnd). Najdéte priklad zobrazeni f : N — N, které

(a) je na, ale neni prosté.

(b) je prosté, ale neni na.

Reseni. (a) f(2n—1) = f(2n) =
(b) f(n) =2n.

Permutace

e Permutace mnoziny [n| = {1,2,...,n} je libovolnd bijekce f : [n] — [n].

[
, 3,4, 76,7,8,9)
1,9,4,2,5,3

e Permutace lze reprezentovat tabulkou, naptiklad ( ’ ’2 0

)

e Nebo rozkladem na cykly: 0 = 7—-+5—+4—-9—-0, 1-8—-3—=>1 2—6—2.
Piiklad 3. Kolik je permutaci mnoziny [n], jejichz rozklad mé prave 1 cyklus?

Resent. Posloupnosti n prvki je n!, ale napifklad cykly 1 =2 -4 -3 —>1a2—4—3—
1 — 2 oba odpovidaji stejné permutaci. Obecné kazdé jedno-cyklové permutaci odpovida n
cyklu s n ruznymi zacatky. Jedno-cyklovych permutaci tedy je (n — 1)!.

Matematicka indukce

Priiklad 4. Dokazte matematickou indukci, ze plati vztah
P+22 4334 40 =(1+2+3+--+n)%

Resend. Pro n = 1 to plati protoze 1°> = (1)? = 1. Piedpokladejme, ze to vime pro n a chceme
pro n + 1. Potom

13+23+---+n3+(n+1)3=(1+2+~--+n)2+(n+1)3=(@)2+(n+1)3=
_ , n*4+4n+1) ,(n+2)%
=(n+1) ‘f—(n—i—l) — -
- <<”+1)2(”+2)>2:(1+2+---+n+(n+1))2
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Priklad 5. Necht z je redlné éislo spliujici, ze x + i je celé ¢islo. Dokazte matematickou indukei,
ze potom je x" + an také celé ¢islo pro kazdé n € N.

Resend. Necht x + % je celé ¢islo. Oznacme a,, = 2™ + xin Postupujeme silnou indukei podle n.
Pro n = 1 to plati z pfedpokladu. a pro n = 0 také, jelikoz z° + m—lo = 2. Predpokladejme zZe to

uz umime pro 0,1,2,...,n a dokazujeme pro n + 1, kde n + 1 > 2. Zkusme vynasobit a,, s a;:
n 1 1 n+1 n—1 1
an'a1:<l’ +—)(x—|——):x +x + ——— = Upy1 T Ap_1.
xn T xn—‘rl xn—l

Tedy a, 1 = ay, - a1 — a,—1. Jelikoz o vSech trech cislech na pravé strané rovnice jiz vime, ze jsou
celd, tak ¢islo na levé strané rovnice také musi byt celé.

Priiklad 6. Dokazte, ze kazdé prirozené cislo n > 1 lze rozlozit na soucin prvocisel.

Resend. Pouzijeme silnou indukci. Béze nasi indukce je n = 2. Nyni pfedpokladejme, ze to
umime pro vSechna a < n, a ze to chceme ukéazat pro n. Pokud je n prvocislo, rozklad je pouze
n a jsme hotovi. Jinak existuji ¢isla 2 < a,b < n takova, ze n = a - b. Jelikoz a i b jiz umime
rozlozit na soucin prvocisel, tak n také, tim ze tyto souciny vynasobime.

Vsimnéte si, ze jsme neukazali, ze ten rozklad je jednoznacny! Tomuto silnéjsimu tvrzeni se

vvvvvv

tikd Zdakladni véta aritmetiky a dokazat ji je podstatné slozitéjsi (ale nic hrozného, asi na 1 a
pul stranky).

Diskrétni pravdépodobnost

Definice. Klasicky pravdépodobnostni prostor je usporadand trojice (2, F, Pr), kde
e () je koneéna mnozina elementarnich jevi,
o F =P(Q) je mnozina jevu,
e Pr: F — [0,1] je funkce ptifazujici kazdému jevu A C Q jeho pravdépodobnost

_ A

Pr[A] = ar

Piiklad 7 (Kostky jsou vrzeny). Hézeme n rozlisitelnymi Sestisténnymi kostkami.
(a) Co jsou elementérni jevy naseho pravdépodobnostniho prostoru? Kolik jich je?
(b) Jaka je pravdépodobnost, ze ndm padl soucet 16, pokud n = 37
(c) Jakd je pravdépodobnost, Ze na kostkdch mame:

(i) alespon 1 Sestku?
(ii) prave dve Sestky?

(iii) na vSech to samé ¢islo?

(iv) na kazdych dvou ruzna cisla?

Reseni. (a) Elementarni jevy jsou zobrazeni [n] — [6]. Je jich 6".

(b) Elementarni jevy kdy nam padne soucet 16 jsou 664, 646, 466, 655, 565, 556. Takze
P = 6 = 1

6 36°
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(c) Reseni je:

(i) Jednodusi je spocitat pravdépodobnost, ze ndm zadn4a Sestka nepadla. Takovych

elementarnich jevu je 57, ¢ili tato opacné pravdépodobnost je P/ = g—: a hledand je
P=1-2.
671

(ii) P = % . (g) - 572, Nejprve vyberu které dvé kostky maji mit Sestku a zbytek musi

mit néco jiného.
6 1
6™ - 6n71

(iii) Takovych elementdrnich jevi je pouze 6, jeden za kazdé ¢islo, takze P =
(iv) Takové elementdrni jevy odpoviddni prostym zobrazenim [n] — [6]. Takze pro n < 6
mame P = g—f.

Piiklad 8 (Vybeéry kulicek). V sécku je 10 modrych a 20 cervenych kulicek. Ndhodné vybereme
7 kulicek. Jaka je pravdépodobnost, ze vybereme pravé 3 modré a 4 ¢ervené kulicky, pokud
(a) kulicky do sacku nevracime?
(b) kulicky vybirame po jedné a hned je vracime zpét do sacku?

Resend. https://matematika.reseneulohy.cz/3501/vybery-kulicek

Kombinatorické pocitani

Véta (Multinomickd véta pro tii proménné). Pro vSechna x,y,z € R a n € N plati

(x+y+z)n _ Z <k1 ]:: k3)xk1yk22k3'

0<ky,k2,k3<n
ki+ko+kz=n

Piiklad 9 (Zapeklité vyrazy). Najdéte koeficienty u xy* a u xyz v rozvoji vyrazu (x +y + z)3.
Najdéte koeficient u a%b5¢5 v rozvoji vyrazu (a? + 3b + 2¢%)11.
Reseni. Pro (x+y+2)3 to je (1;70) = —1!350! =3a (17‘1’71) = 6.

Druhy vyraz je zajimavéjsi. Muzeme si piedstavit, ze z = a?, y = 3b a z = 2¢®. Potom
hleddme koeficient u 23y°22, coz je (31612). Ale za kazdé y co jsme vybrali musime vynasobit 3 a

za kazdé z musime 2. Odpovéd tedy je (31612) 3622 = 13471 920.

Piiklad 10 (Hokejkova véta). Dokazte, Ze sectenim k-tych prvku vsech rad Pascalova trojihelniku
az po n-tou radu ziskéte (k + 1)-ni prvek (n + 1)-ni fady. Neboli

5()-(1)
P k k+1
seni. Indukei podle n opakovanou aplikaci Pascalova pravidla. Pro n = k plati Zk k (’) =

i=k \k
=1, a to se rovna (’Zﬁ) =1.Nyniznkn+1:

%i_zn:i+n+1_n+1+n+1_n+2

ps k _i:k k k S \k+1 k C\k+1)
Piiklad 11 (Klasifikace). Mdme n pytlika s ruznymi druhy sklenének. Na hru je tfeba k kulicek.
Do tabulky nize zapiste pocty moznych vybéru.

Re
()
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Nejvyse 1 sklenénka kazdého | Libovolné mnoho sklenének

druhu kazdého druhu

Zalezi na poradi, ve
kterém kulicky tahdme
Nezalezi na potadi, ve
kterém kulicky tahame

Reseni, nt, s (1), (357 = (7).

Piiklad 12 (Posloupnosti 0 a 1). Kolik existuje posloupnosti n nul a j jednicek takovych, ze
zadné dvé jednicky nejsou vedle sebe?

mohu také umistit na oba kraje, takze je celkem n 4 1 pozici kde by jednicky mohly byt. Jenom
jich musim j vybrat. Takze (”jl)

Resent. ("H) protoze do n + 1 mist ddvam jednicky. Mezi nulami je n — 1 mezer, ale jednicky
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