
Diskrétńı matematika: cvičeńı 4 21. ř́ıjna 2026

Zobrazeńı

• Zobrazeńı z X do Y je libovolná množina f ⊆ X × Y := {(x, y) | x ∈ X ∧ y ∈ Y } taková,
že pro každé x ∈ X existuje právě jedno y ∈ Y splňuj́ıćı (x, y) ∈ f . Ṕı̌seme f(x) = y.

• Složeńı zobrazeńı f : X → Y a g : Y → Z je zobrazeńı g ◦ f : X → Z definované pro
x ∈ X jako (g ◦ f)(x) := g(f(x)).

Př́ıklad 1 (Vlastnosti zobrazeńı). Rozhodněte, co plat́ı.

(a) Jeli g ◦ f prosté zobrazeńı, muśı být g prosté? Muśı být f prosté?

(b) Jeli g ◦ f zobrazeńı na, muśı být g na? Muśı být f na?

Řešeńı. (a) Zobrazeńı f muśı být prosté, ale g nemuśı.

(b) Zobrazeńı g muśı být na, ale f nemuśı.

Pozorováńı. Zobrazeńı f : X → X na konečné množině X je prosté, právě tehdy, když je na.

Př́ıklad 2 (Nekonečna jsou zrádná). Najděte př́ıklad zobrazeńı f : N → N, které

(a) je na, ale neńı prosté.

(b) je prosté, ale neńı na.

Řešeńı. (a) f(2n− 1) = f(2n) = n.

(b) f(n) = 2n.

Permutace

• Permutace množiny [n] = {1, 2, . . . , n} je libovolná bijekce f : [n] → [n].

• Permutace lze reprezentovat tabulkou, např́ıklad
(︁
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
7, 8, 6, 1, 9, 4, 2, 5, 3, 0

)︁
• Nebo rozkladem na cykly: 0 → 7 → 5 → 4 → 9 → 0, 1 → 8 → 3 → 1, 2 → 6 → 2.

Př́ıklad 3. Kolik je permutaćı množiny [n], jejichž rozklad má právě 1 cyklus?

Řešeńı. Posloupnost́ı n prvk̊u je n!, ale např́ıklad cykly 1 → 2 → 4 → 3 → 1 a 2 → 4 → 3 →
1 → 2 oba odpov́ıdaj́ı stejné permutaci. Obecně každé jedno-cyklové permutaci odpov́ıdá n
cykl̊u s n r̊uznými začátky. Jedno-cyklových permutaćı tedy je (n− 1)!.

Matematická indukce

Př́ıklad 4. Dokažte matematickou indukćı, že plat́ı vztah

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)2.

Řešeńı. Pro n = 1 to plat́ı protože 13 = (1)2 = 1. Předpokládejme, že to v́ıme pro n a chceme
pro n+ 1. Potom

13 + 23 + · · ·+ n3 + (n+ 1)3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2 + (n+ 1)3 =
(︂n(n+ 1)

2

)︂2

+ (n+ 1)3 =

= (n+ 1)2 · n
2 + 4(n+ 1)

4
= (n+ 1)2

(n+ 2)2

4
=

=
(︂(n+ 1)(n+ 2)

2

)︂2

= (1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1))2
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Př́ıklad 5. Necht’ x je reálné č́ıslo splňuj́ıćı, že x+ 1
x
je celé č́ıslo. Dokažte matematickou indukćı,

že potom je xn + 1
xn také celé č́ıslo pro každé n ∈ N.

Řešeńı. Necht’ x+ 1
x
je celé č́ıslo. Označme an = xn + 1

xn . Postupujeme silnou indukćı podle n.
Pro n = 1 to plat́ı z předpokladu. a pro n = 0 také, jelikož x0 + 1

x0 = 2. Předpokládejme že to
už umı́me pro 0, 1, 2, . . . , n a dokazujeme pro n+ 1, kde n+ 1 ≥ 2. Zkusme vynásobit an s a1:

an · a1 =
(︂
xn +

1

xn

)︂(︂
x+

1

x

)︂
= xn+1 + xn−1 +

1

xn+1
+

1

xn−1
= an+1 + an−1.

Tedy an+1 = an · a1 − an−1. Jelikož o všech třech č́ıslech na pravé straně rovnice již v́ıme, že jsou
celá, tak č́ıslo na levé straně rovnice také muśı být celé.

Př́ıklad 6. Dokažte, že každé přirozené č́ıslo n > 1 lze rozložit na součin prvoč́ısel.

Řešeńı. Použijeme silnou indukci. Báze naš́ı indukce je n = 2. Nyńı předpokládejme, že to
umı́me pro všechna a < n, a že to chceme ukázat pro n. Pokud je n prvoč́ıslo, rozklad je pouze
n a jsme hotovi. Jinak existuj́ı č́ısla 2 ≤ a, b < n taková, že n = a · b. Jelikož a i b již umı́me
rozložit na součin prvoč́ısel, tak n také, t́ım že tyto součiny vynásob́ıme.

Všimněte si, že jsme neukázali, že ten rozklad je jednoznačný! Tomuto silněǰśımu tvrzeńı se
ř́ıká Základńı věta aritmetiky a dokázat ji je podstatně složitěǰśı (ale nic hrozného, asi na 1 a
p̊ul stránky).

Diskrétńı pravděpodobnost

Definice. Klasický pravděpodobnostńı prostor je uspořádaná trojice (Ω,F ,Pr), kde

• Ω je konečná množina elementárńıch jev̊u,

• F = P(Ω) je množina jev̊u,

• Pr : F → [0, 1] je funkce přǐrazuj́ıćı každému jevu A ⊆ Ω jeho pravděpodobnost

Pr[A] =
|A|
|Ω|

.

Př́ıklad 7 (Kostky jsou vrženy). Hážeme n rozlǐsitelnými šestistěnnými kostkami.

(a) Co jsou elementárńı jevy našeho pravděpodobnostńıho prostoru? Kolik jich je?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že nám padl součet 16, pokud n = 3?

(c) Jaká je pravděpodobnost, že na kostkách máme:

(i) alespoň 1 šestku?

(ii) právě dvě šestky?

(iii) na všech to samé č́ıslo?

(iv) na každých dvou r̊uzná č́ısla?

Řešeńı. (a) Elementárńı jevy jsou zobrazeńı [n] → [6]. Je jich 6n.

(b) Elementárńı jevy kdy nám padne součet 16 jsou 664, 646, 466, 655, 565, 556. Takže
P = 6

63
= 1

36
.
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(c) Řešeńı je:

(i) Jednoduš́ı je spoč́ıtat pravděpodobnost, že nám žádná šestka nepadla. Takových
elementárńıch jev̊u je 5n, čili tato opačná pravděpodobnost je P ′ = 5n

6n
a hledaná je

P = 1− 5n

6n
.

(ii) P = 1
6n

·
(︁
n
2

)︁
· 5n−2. Nejprve vyberu které dvě kostky maj́ı mı́t šestku a zbytek muśı

mı́t něco jiného.

(iii) Takových elementárńıch jev̊u je pouze 6, jeden za každé č́ıslo, takže P = 6
6n

= 1
6n−1

(iv) Takové elementárńı jevy odpov́ıdáńı prostým zobrazeńım [n] → [6]. Takže pro n ≤ 6
máme P = 6n

6n
.

Př́ıklad 8 (Výběry kuliček). V sáčku je 10 modrých a 20 červených kuliček. Náhodně vybereme
7 kuliček. Jaká je pravděpodobnost, že vybereme právě 3 modré a 4 červené kuličky, pokud

(a) kuličky do sáčku nevraćıme?

(b) kuličky vyb́ıráme po jedné a hned je vraćıme zpět do sáčku?

Řešeńı. https://matematika.reseneulohy.cz/3501/vybery-kulicek

Kombinatorické poč́ıtáńı

Věta (Multinomická věta pro tři proměnné). Pro všechna x, y, z ∈ R a n ∈ N plat́ı

(x+ y + z)n =
∑︂

0≤k1,k2,k3≤n
k1+k2+k3=n

(︃
n

k1, k2, k3

)︃
xk1yk2zk3 .

Př́ıklad 9 (Zapeklité výrazy). Najděte koeficienty u xy2 a u xyz v rozvoji výrazu (x+ y + z)3.
Najděte koeficient u a6b6c6 v rozvoji výrazu (a2 + 3b+ 2c3)11.

Řešeńı. Pro (x+ y + z)3 to je
(︁

3
1,2,0

)︁
= 3!

1!2!0!
= 3 a

(︁
3

1,1,1

)︁
= 6.

Druhý výraz je zaj́ımavěǰśı. Můžeme si představit, že x = a2, y = 3b a z = 2c3. Potom
hledáme koeficient u x3y6z2, což je

(︁
11

3,6,2

)︁
. Ale za každé y co jsme vybrali muśıme vynásobit 3 a

za každé z muśıme 2. Odpověd’ tedy je
(︁

11
3,6,2

)︁
3622 = 13 471 920.

Př́ıklad 10 (Hokejková věta). Dokažte, že sečteńım k-tých prvk̊u všech řad Pascalova trojúhelńıku
až po n-tou řadu źıskáte (k + 1)-ńı prvek (n+ 1)-ńı řady. Neboli

n∑︂
i=k

(︃
i

k

)︃
=

(︃
n+ 1

k + 1

)︃
.

Řešeńı. Indukćı podle n opakovanou aplikaćı Pascalova pravidla. Pro n = k plat́ı
∑︁k

i=k

(︁
i
k

)︁
=(︁

k
k

)︁
= 1, a to se rovná

(︁
k+1
k+1

)︁
= 1. Nyńı z n k n+ 1:

n+1∑︂
i=k

(︃
i

k

)︃
=

n∑︂
i=k

(︃
i

k

)︃
+

(︃
n+ 1

k

)︃
=

(︃
n+ 1

k + 1

)︃
+

(︃
n+ 1

k

)︃
=

(︃
n+ 2

k + 1

)︃
.

Př́ıklad 11 (Klasifikace). Máme n pytĺık̊u s r̊uznými druhy skleněnek. Na hru je třeba k kuliček.
Do tabulky ńıže zapǐste počty možných výběr̊u.
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Nejvýše 1 skleněnka každého
druhu

Libovolně mnoho skleněnek
každého druhu

Zálež́ı na pořad́ı, ve
kterém kuličky taháme
Nezálež́ı na pořad́ı, ve
kterém kuličky taháme

Řešeńı. nk, nk,
(︁
n
k

)︁
,

(︁
n+k−1
n−1

)︁
=

(︁
n+k−1

k

)︁
.

Př́ıklad 12 (Posloupnosti 0 a 1). Kolik existuje posloupnost́ı n nul a j jedniček takových, že
žádné dvě jedničky nejsou vedle sebe?

Řešeńı.
(︁
n+1
j

)︁
protože do n+ 1 mı́st dávám jedničky. Mezi nulami je n− 1 mezer, ale jedničky

mohu také umı́stit na oba kraje, takže je celkem n+ 1 pozićı kde by jedničky mohly být. Jenom
jich muśım j vybrat. Takže

(︁
n+1
j

)︁
.
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