Diskrétni matematika: cviceni 5 4. listopadu 2026

Princip inkluze a exkluze

Veéta. Pro libovolné konecné mnoziny Ay, Ao, ..., A, plati
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Problém Satnaiky. Pocet permutaci mnoziny [n] bez pevného bodu je 5(n) =n!- > -

Piiklad 1 (Kameny na Sachovnici). Kolika zptusoby lze umistit 8 kament na sachovnici 4 x 4
tak, aby néktery z radku nebo sloupcu byl zcela zaplnény?

Resend. https://matematika.reseneulohy.cz/3476/kameny-na-sachovnici

Priklad 2 (Bojovnici). Vojevudce Karel se rozhodl naverbovat nové bojovniky do svého vojska.
Kazdy z 80ti zajemcu ovlada alespon jednu z dovednosti: boj s mecem, stielba z luku, nebo
jizda na koni. Dokonce 15 z nich umi vSechny tfi najednou. Dale se dozvédél, ze Sermovat jich
umi 50 a stejny pocet umi stiilet z luku. Jezdit na koni nich umi 45.

Karel ptijme do vojska pouze takové bojovniky, kteti ovlddaji pravé dvé dovednosti. Ti co
umi jen jednu se mu nehodi a ti co umi vsechny tii by chtéli prilis velky zold. Kolik bojovniki
Karel najme?

Resend. https://matematika.reseneulohy.cz/3469/delnici-na-stavbe
Piiklad 3 (Erastothenovo sito).
(a) Kolik zbyde z ¢isel 1,2,...,n po vyskrtdni vSech ndsobku 2,3 a 57
(b) Co by se zménilo, kdybychom vyskrtévali nasobky 4,6 a 107

Resend. (a) https://matematika.reseneulohy.cz/3470 /erastothenovo-sito
(b) https://matematika.reseneulohy.cz/3471/cisla-nedelitelna-6,-10-a-14

Piiklad 4 (Satnaika vraci tder). Kolik je permutaci mnoziny [n] s pravé k pevnymi body?

Resend. Vybereme k prvki, které budou pevné body, a poté zpermutujeme zbytek tak, aby tam

zadné dalsi pevné body nevznikly. Takze (Z) -5(n — k).

Diskrétni pravdépodobnost

Definice. Klasicky pravdépodobnostni prostor je usporadand trojice (€2, F, Pr), kde
e () je konetnd mnozina elementarnich jevi,
o F ="P(Q) je mnozina jevu,
e Pr: F — [0,1] je funkce prifazujici kazdému jevu A C Q) jeho pravdépodobnost
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Pr[A] = ok

Definice. Jevy A a B jsou nezavislé, pokud Pr[A N B] = Pr[4] - Pr[B].
Obecné jevy Aq, As, ..., A, jsou

(a) po dvou nezavislé pokud Vi # j mdme Pr[A; N A;] = Pr[A;] - Pr[4;],
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(b) nezavislé pokud V& # I C [n] mame Pr [ﬂ Ai] = [ prla.
iel iel
Definice. Podminéna pravdépodobnost jevu A za predpokladu, ze nastal jev B je
Pr[AN B]

Pr[A|B] = PiE]

(definované pouze pro Pr[B] > 0).

Pozorovani. V klasickém pravdépodobnostnim prostoru plati
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Véta (O tuplné pravdépodobnosti). Pokud By, ..., B, jsou (neprdzdné) disjunktni jevy, jejichz
sjednocent je celé ), potom

Pr[A] = Pr[B,] Pr[A|By] + Pr[Bs] Pr[A|Bs] + - - - + Pr[B,,| Pr[A| B,].

Piiklad 5 (Takova normalni rodinka). Predpoklddejme, ze pravdépodobnost narozeni dcery je
stejna jako pravdépodobnost narozeni syna. Vime, ze dana rodina ma dveé déti a ze alespon
jedno z nich je chlapec. Jaka je pravdépodobnost, ze maji pravé dva syny?

Reseni. Oznacme A jev, ze maji dva syny a B jev, ze maji alespon jednoho syna. Pak
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Priklad 6 (Pozor hoii). Predstavte si, ze v byté citite kouf a vite nésledujici: Pravdépodobnost
nebezpecného pozaru je 1%, ale kouf je celkem bézny (10%), napi. kvuli grilovani. Pti 90%
nebezpecnych pozaru je citit kout. Jaka je pravdépodobnost, ze jde o nebezpecny pozéar?

Reseni. Oznac¢me N jev, Ze jde o nebezpecny pozar a K jev, ze je citit kouf.

Pr[N|K] = PIEZ[;;]K] = PI[N]P'TE?]KW] = 0'0(1)"10‘9 =0.09 = 9%.

Ptriklad 7 (Boj o nezdvislost). Uvazte klasicky pravdépodobnosti prostor s Q2 = {1,2,3,4}.
Najdéte priklad jeva A, B, C' C () takovych, ze jsou po dvou nezavislé, ale nejsou nezavislé.

Resend. Napifklad A = {1,2},B = {2,3},C = {1,3}. Vsechny maji pravdépodobnost 1/2,
v8echny pruniky dvojic maji pravdépodobnost 1/4, ale AN BN C = @, takze jejich prunik ma
pravdépodobnost 0.

Piiklad 8 (Barevné kulicky). Mame 3 sacky kulicek. V kazdém z nich je presné 100 kulicek.
e Prvni sacek obsahuje 75 cervenych a 25 modrych kulicek.
e Druhy sacek obsahuje 60 cervenych a 40 modrych kulicek.
e Tteti sacek obsahuje 45 cervenych a 55 modrych kulicek.

Nahodné vybereme jeden sacek a potom z néj nahodné vybereme jednu kulicku. Jaka je
pravdépodobnost, ze bude cervena? Hint: Pouzijte vétu o uplné pravdépodobnosti.

Resend. Oznac¢me C' jev, ze jsme ziskali ¢ervenou kulicku, a P, D, T jevy, ze jsme tahali z prvniho,
druhého, tretiho sacku. Hledana pravdépodobnost je
75

60

45
— = 0.6.

Pr[C] = Pr[P] Pr[C|P] + Pr[D] Pr[C|D] + Pr[T] Pr[C|T] = % “Too é ‘Tog + % 00
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