Diskrétni matematika: cviceni 5 4. listopadu 2026

Princip inkluze a exkluze

Veéta. Pro libovolné konecné mnoziny Ay, Ao, ..., A, plati
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Problém Satnaiky. Pocet permutaci mnoziny [n] bez pevného bodu je §(n) =nl- >, (_k—l,)k

Piiklad 1 (Kameny na sachovnici). Kolika zpusoby lze umistit 8 kamenu na Sachovnici 4 x 4
tak, aby néktery z fadku nebo sloupcu byl zcela zaplnény?

Priklad 2 (Bojovnici). Vojevudce Karel se rozhodl naverbovat nové bojovniky do svého vojska.
Kazdy z 80ti zajemcu ovlada alespon jednu z dovednosti: boj s mec¢em, stielba z luku, nebo
jizda na koni. Dokonce 15 z nich umi vSechny tfi najednou. Dale se dozvédél, ze Sermovat jich
umi 50 a stejny pocet umi stiilet z luku. Jezdit na koni nich umi 45.

Karel ptijme do vojska pouze takové bojovniky, kteti ovlddaji pravé dvé dovednosti. Ti co
umi jen jednu se mu nehodi a ti co umi vSechny tii by chtéli prilis velky zold. Kolik bojovniki
Karel najme?

Piiklad 3 (Erastothenovo sito).
(a) Kolik zbyde z ¢isel 1,2,...,n po vyskrtdni vSech nasobku 2,3 a 57
(b) Co by se zménilo, kdybychom vyskrtévali nasobky 4,6 a 107

Piiklad 4 (Satnéaika vraci tider). Kolik je permutaci mnoziny [n] s pravé k& pevnymi body?

Diskrétni pravdépodobnost

Definice. Klasicky pravdépodobnostni prostor je usporadand trojice (2, F, Pr), kde
e () je konecna mnozina elementarnich jevi,
o F =P() je mnozina jevu,
e Pr: F — [0,1] je funkce prifazujici kazdému jevu A C Q jeho pravdépodobnost

_ 14

Pr[A] = ok

Definice. Jevy A a B jsou nezavislé, pokud Pr[A N B] = Pr[4] - Pr[B].
Obecné jevy A1, As, ..., A, jsou

(a) po dvou nezavislé pokud Vi # j mame Pr[A; N A;] = Pr[4;] - Pr[4,],

(b) nezavislé pokud V& # I C [n] mame Pr [ﬂ Ai] = [ prla.
iel iel
Definice. Podminéna pravdépodobnost jevu A za predpokladu, ze nastal jev B je
Pr[AN B]

Pr[A|B] = Di B

(definované pouze pro Pr[B] > 0).

Pozorovani. V klasickém pravdépodobnostnim prostoru plati
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Véta (O tuplné pravdépodobnosti). Pokud By, ..., B, jsou (neprdzdné) disjunktni jevy, jejichz
sjednocent je celé ), potom

Pr[A] = Pr[B] Pr[A|By] + Pr[Bs] Pr[A|Bs] + - - - + Pr[B,,| Pr[A| B,].

Piiklad 5 (Takova normalni rodinka). Predpoklddejme, ze pravdépodobnost narozeni dcery je
stejna jako pravdépodobnost narozeni syna. Vime, ze dana rodina ma dveé déti a ze alespon
jedno z nich je chlapec. Jaka je pravdépodobnost, ze maji pravé dva syny?

Piiklad 6 (Pozor hoti). Predstavte si, Ze v byté citite kout a vite nésledujici: Pravdépodobnost
nebezpecéného pozaru je 1%, ale kout je celkem bézny (10%), napi. kvuli grilovani. Pii 90%
nebezpecénych pozaru je citit koutr. Jaka je pravdépodobnost, ze jde o nebezpecény pozar?

Piiklad 7 (Boj o nezdvislost). Uvazte klasicky pravdépodobnosti prostor s 2 = {1,2,3,4}.
Najdéte priklad jeva A, B, C' C () takovych, ze jsou po dvou nezavislé, ale nejsou nezavislé.

Piiklad 8 (Barevné kulicky). Mame 3 sacky kulicek. V kazdém z nich je pfesné 100 kulicek.
e Prvni sacek obsahuje 75 cervenych a 25 modrych kulicek.
e Druhy sacek obsahuje 60 ¢ervenych a 40 modrych kulicek.
e Treti sacek obsahuje 45 cervenych a 55 modrych kulicek.

N&ahodné vybereme jeden sacek a potom z néj ndhodné vybereme jednu kulicku. Jaka je
pravdépodobnost, ze bude ¢ervena? Hint: Pouzijte vétu o iplné pravdépodobnosti.

Bonusové tlohy

Priklad 9. Kolik existuje permutaci ¢isel 1,2,...,10, v nichz se zadné sudé ¢islo nezobrazi
samo na sebe?

Ptiklad 10. Eulerova funkce ¢(n) je pocet ¢isel z mnoziny {1,2,...,n} nesoudélnych s n.
Necht n > 2 m4 prvociselny rozklad n = p’fl . p’§2 <o pFm kde p1,po, ..., Dm jSOU Navzajem riznd

prvocisla. Pomoci principu inkluze a exkluze dokazte, ze plati

o(n) = Py — 1) P pa = 1)l Lo — 1) = n(l - i) (1 - i) (1 - i).

p1 P2 DPm
Piiklad 11 (Union bound). Dokazte, ze pro libovolné jevy A, Ay, ..., A, C Q plati

Pr [U Al} < Z Pr[A;].

=1

Priiklad 12 (Nezéwiilost doplnku). Dokazte, ze pokud jsou jevy A a B nezavislé, potom jsou
nezavislé i jevy Aa B=Q\ B.

Priklad 13. Dokazte, ze pokud pocet elementarnich jevu |€2| klasického pstniho prostoru je
prvocislo, potom jsou dva jevy A a B nezavislé pravé tehdy, kdyz jeden z nich je @ nebo €.
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