Diskrétni matematika: cviceni 6 11. listopadu 2026

Nahodné veliciny
e Nihodna veli¢ina X na diskrétnim pstnim prostoru (€2, Pr) je zobrazeni X : w — R.
e Pro ndhodnou veli¢inu X a hodnotu a € R definujeme jev X = a jako {w € Q| X (w) = a}.

e Stiedni hodnota nahodné veliciny X je

EX]:=> XwPrl{w}]= Y a Pr[X=ad

we a€Rng(X)
kde Rng(X) znaci obor hodnot (anglicky range) zobrazeni X.
Véta (Linearita stfedni hodnoty). Elay Xy + -+ + a0, Xy] = o E[Xq] + - - - + ,, E[ X, ].

Priklad 1 (Hazard se ne/vyplaci). Nové kasino nabiz{ hazardni hru se dvéma férovymi
Sestisténnymi kostkami: Nejprve si zvolite prirozené ¢islo n. Nasledné zaplatite jeden zeton a
hodite kostkami. Padne-li na kostkach soucet hodnot n, tak vyhravate n zetonu. V opa¢ném
pripadé nedostanete nic.

e Rozmyslete si, v jakém pravdépodobnostnim prostoru se hra odehrava.
e Navrhnéte ndhodnou veli¢inu, ktera bude odpovidat poctu ziskanych zetonu pro dané n.
e Rozhodnéte, pro které hodnoty n se vam tato hra vyplati.

Priklad 2 (Zakladni rozdéleni). Pro ndhodnou veli¢inu X z néasledujicich pstnich rozdéleni
spocitejte pravdépodobnosti jednotlivych hodnot X a urcete E[X].

(a) Bernoulliho: Hodime minci, kde s pravdépodobnosti p padne orel. X je 1 pokud padne
orel, jinak je 0.

(b) Binomické: X je soucet n ndhodnych nezavislych veli¢in s Bernoulliho rozdélenim. To
odpovida tomu, ze tou minci hodime n-krat a se¢teme vysledky.

(c) Geometrické: X je pocet Bernoulliho pokust, dokud nedostaneme 1. Tedy hazime minci
dokud nam nepadne orel.

Priklad 3 (Zajeci timysly). Na palouku panackuje n zajicu. Najednou se z lesa vynoii n
mysliveu, kazdy z nich zamifi na jednoho ndhodné vybraného zajice a zastteli ho.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze alespon jeden zajic prezije?
(b) Jaké je sttedni hodnota poctu prezivsich zajicu?

Piiklad 4 (Gotta catch ’em all!). V novém Pokémonim setu je n karet. Kolik si jich prumérné
musime koupit, nez ziskame vsechny? Predpokladdame, ze vSechny karty jsou stejné pravdépodobné.

Markovova nerovnost

Véta (Markovova nerovnost). Pokud je X nezdpornd ndhodnd veli¢ina a t > 0, potom

Pr[XZt]S@
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Priklad 5 (Uz se nevejdete). Dopravni podnik na jedné autobusové lince spustil pociténi
cestujicich. Spocital, ze pfi vyjezdu z vybrané zastavky se v autobuse vyskytuje prumeérné 8
cestujicich. Autobus ma kapacitu 40 lidi. Co muzeme tici o pravdépodobnosti, ze po obslouzeni
této zastavky bude autobus plny (nebo dokonce preplnény)?

Priklad 6 (Prumérny vék). Na konferenci prislo 100 matematiku a jejich prumérny vék je n.
Rozhodnéte, zda mohou nastat nésledujici situace:

(a) Vice nez polovina z nich mé méné nez 0.5n let.

(b) Vice nez polovina z nich m4 alespon 2n let.

Rozptyl

e Rozptyl ndhodné veliciny X je Var[X] = E[(X — EX)?].
Pozorovani. Var[X] > 0 jelikoz ndhodnd velicina (X —EX)? je vidy nezdpornd.
Priklad 7 (Uzitecny vzorecek). Dokazte, 7ze plati rovnost Var[X] = E[X?] — (EX)2.

Priklad 8 (AQ nerovnost). Odvodte z predchozi tilohy nerovnost mezi aritmetickym a kvadra-
tickym prumérem

<

Ty + Ty + o+, \/x%—l—x%%—---%—x%

n n

Pi#iklad 9 (Rozptyl hodu minci). Uréete rozptyl ndhodné veli¢iny X z Bernoulliho rozdéleni s
pravdépodobnosti p.

Piiklad 10 (Bude to linearni?). Urcete kolik je Var[aX] za predpokladu, ze zndte Var[X].

Bonusové tlohy

Piiklad 11 (Union bound). Dokazte, ze pro libovolné jevy A, Ay, ..., A, C Q plati

Pr [U Al} < Z Pr[A;].

=1

Definice. Nahodné veliciny X a Y jsou nezavislé, pokud pro vsechny dvojice hodnot z,y € R
plati, ze jevy X = x a Y = y jsou nezavislé. Tedy, ze Pr[X = zAY = y| = Pr[X = z|-Pr[Y = y].

Véta (Pravidlo naivniho statistika). Pokud jsou X,Y ndhodné veliciny a g : R x R — R, potom

Eg(X, V)= >  glzy PrlX=xAY =y
z€Rng(X)
yERng(Y)
Priklad 12. Dokazte, ze pokud X,Y jsou nezavislé nahodné veliciny, pak plati
(a) E[X - Y] =E[X]-E[Y], ...pouzijte g(X,Y) =X .Y

(b) Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]. ... rozepiste to pomoci linearity E a pouzijte (a)
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