Mnoziny

Definice. Mnozina A je spocetnd, pokud existuje bijekce mezi A a mnozinou vsech prirozenych
¢isel N.

Piiklad 1. Dokazte bez kédovani pomoci prvocisel, ze pokud je A spocetnd, potom je A x A
také spocetna.

Piiklad 2. Dokazte, ze pokud je A spocetnd, potom
(a) mnozina [A]<¥ v8ech koneénych podmnozin mnoziny A je spocetna,
(b) mnozina A<* vSech kone¢nych posloupnosti prvku mnoziny A je spocetna.
Priiklad 3. Ukazte, ze mnozina vSech podmnozin spocetné mnoziny je nespocetna.
Priklad 4. Dokazte princip inkluze a exkluze. Tedy, ze pokud A;, A, ..., A, jsou konecné

mnoziny, potom
Ual= 3 omnay
i=1 iel

o#1CN]

Teorie cisel
Tohle neni diskrétka, ale jsou to pékné tlohy :-).

Definice. Riemannova zeta funkce komplexniho ¢isla s € C s redlnou slozkou PR(s) > 1
definujeme jako

Pro s = 1 bychom dostali Harmonickou fadu, ktera diverguje. Ovsem da se ukézat, ze pro
kazdé s € C s RR(s) > 1 tato rada konverguje absolutné.

Priklad 5 (Basilejsky problém). Ukazte, ze ((2) = 7%/6.

Ndpovéda. Zkoumejte Tayloruv rozvoj funkee = sin(z).

Piiklad 6. Ukazte, ze » (((s)—1) =1

s=2

Piiklad 7 (Euleruv soucin). Dokazte, ze pro kazdé s € C, 2R(s) > 1 plati, ze

1 =1
<(8>:H1_pfs :Hzpns’

p n=0

kde produkty bereme ptes vSechna prvocisla p.



Kombinatorika

Priiklad 8. Oznacme p, soucin prvku n-té fady Pascalova trojihelniku. Dokazte, ze

I; Pn—1* Pn+1 -
m ——-

n—o0 p?
Priklad 9. Dokazte, ze pro kazdé k > 2 plati
SENS
Priiklad 10. Dokazte Wallisuv produkt
2 24466 7
133557 2

a z toho odvozte asymptoticky odhad prostiedniho kombinac¢niho ¢isla

()~

Ndapovéda. Zkoumejte Tayloruv rozvoj funkce %sin(m).

Piiklad 11. Dokazte pomoci principu holubniku Erdésovu-Szekeresovu vétu. Ze v kazdé
permutaci n? riznych redlnych éisel existuje monoténni (tedy bud rostouci nebo klesajici)
podposloupnost délky n.

Pravdépodobnost

Priklad 12. Dokazte, ze existuji konstanty «, 5 > 0 takové, ze pro vSechna prirozena ¢isla n, m
plati:

(a) Pokud m > « - n?, potom je ndhodné zobrazeni [n] — [m] prosté s pravdépodobnosti
alespon 0.99.

(b) Pokud m < - n? potom je ndhodné zobrazeni [n] — [m] prosté s pravdépodobnosti
nejvyse 0.01.
Pi#iklad 13. G(n,p) je ndhodny graf na n vrcholech, kde kazda dvojice vrcholu tvoii hranu s

pravdépodobnosti p, nezavisle na vSech ostatnich dvojicich. Dokazte, ze

lim Pr[G(n,1/2) je souvisly] = 1.

n—o0

Piiklad 14 (Pravidlo naivniho statistika). Dokazte, Ze pro libovolné ndhodné veliciny X, Y a
libovolnou funkci g : R x R — R plati

Eg(X. V)= Y  glzy) -PX=xAY =y]
z€Rng(X)
yE€Rng(Y)

Definice. Determinant matice M € R™ " je
det(M) = Z sgn(m) HAi,Tr(i),
TES %

kde S,, je mnozina vsech permutaci 7 : [n] — [n] a sgn(w) je znaménko permutace 7, které je
definované jako n — k, kde k je pocet cyklu .

Priklad 15. Necht M je n x n matice jejiz prvky jsou ndhodné rovnomérné nezévisle vybrané z
hodnot 1 a —1. Dokazte, Ze E[det(M)] = 0 (to by mélo byt jednoduché) a ze E[det(M?)] = n!.

Ndpovéda. Pro druhou ¢ést se vam bude hodit vztah det(AB) = det(A) det(B)



Grafy

Definice. n-t4 mocnina grafu G = (V| E) je graf G™, jehoz mnozina vrcholu je V™, a vrcholy
(U1,...,0,) €EV™a (ug,...,u,) € V" tvorf hranu pokud v;u; € E pro vSechna i.

Piiklad 16. Dokazte, ze kazdy konec¢ny graf je izomorfni néjakému indukovanému podgrafu
néjaké mocniny dostateéné velkého tplného grafu.



