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Úvodńı slovo

Tento text slouž́ı jako skript́ıčka k předmětu NAIL063, vyučovaného na MFF
UK. Je založen na mých poznámkách z roku 2024, kdy tento předmět vyučoval docent
Jan Kynčl. Přednáška vycháźı z prvńı a začátku druhé kapitoly učebnice Balcara a
Štěpánka [1]. Velmi hezké pov́ıdáńı o základech teorie množin, které napsal Mirek
Oľsák, je také na webu matematického korespondenčńıho semináře [5].

Pokud jste v textu našli nějaký překlep nebo chybu, at’ už stylistickou, či mate-
matickou, napǐste mi prośım na smolikj@matfyz.cz.

1

https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NAIL063
mailto:smolikj@matfyz.cz


Obsah

1 Cantorova naivńı teorie množin 4
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6.1 Indexované soubory množin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
6.2 Co axiom výběru tvrd́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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1 Cantorova naivńı teorie množin

Naivńı teoríı mysĺıme teorii, která nemá formálně dané axiomy. Mı́sto toho se na
jej́ı popis použ́ıvá přirozený jazyk. Na množiny pohĺıž́ı jako na soubory libovolných

”
věćı“. Tento př́ıstup je intuitivńı a ve většině př́ıpad̊u zcela dostačuj́ıćı. Běžně v
matematice pracujeme s množinami t́ımto zp̊usobem a ničemu to nevad́ı. Ale ukáže
se, že to vede k celé řadě paradox̊u.

Sám Cantor si byl např́ıklad vědom toho, že jeho teorie připoušt́ı existenci
množiny všech množin, přestože z Cantorovy věty vyplývá, že množina všech množin
neexistuje. Tento paradox ale nebyl natolik zásadńı, aby donutil Cantora přehodnotit
svoji teorii.

Pravděpodobně ten nejd̊uležitěǰśı paradox, který nadobro pohřbil Cantorovu
naivńı teorii a dal vzniknout axiomatickým teoríım množin, byl Russel̊uv paradox.

1.1 Russel̊uv paradox

Jako prvńı ho zřejmě objevil matematik Ernst Zermelo roku 1899, ale své zjǐstěńı
nezveřejnil. Publikoval ho až Russell v roce 1901. Návrh prvńı teorie, která se tomuto
paradoxu snažila vyhnout, přǐsel od Zermela v roce 1908. Matematik Abraham
Fraenkel ovšem roku 1921 poukázal na to, že v Zermelově teorii neńı možné dokázat
existenci některých množin, jejichž existenci většina tehdeǰśıch množinových teoretik̊u
považovala za samozřejmou. Následuj́ıćı rok navrhl úpravu axiomů této teorie, č́ımž
vznikla dnes velmi rozš́ı̌rená Zermelo–Fraenkelova teorie množin (ZF).

Definice 1.1. Množina M je krotká pokud M /∈M ; jinak je divoká.

Např́ıklad množina všech zv́ıřat je krotká, zat́ımco množina všech věćı, které
nejsou čajové ľzičky je divoká. Zaj́ımavá je třeba množina všech věćı, na které právě
mysĺım. Většinou je krotká, ale právě ted’, když ṕı̌su tuto větu, je divoká.

Pod́ıvejme se na množinu všech krotkých množin M := {x |x je krotká }. Je
krotká, nebo divoká? Pokud je krotká, potom splňuje definičńı podmı́nku M , tedy
M ∈M , takže je divoká. Pokud je divoká, potom nesplňuje definičńı podmı́nku M ,
tedy M /∈M , takže je krotká. Čili je krotká ⇐⇒ je divoká.

Russel̊uv paradox nám ukazuje, že muśıme nějak omezit, co vše může být
množinou.

1.2 Berryho paradox

Berryho paradox naopak ukazuje, že definice pomoćı přirozeného jazyka mohou
vést k paradox̊um. Proto se budeme snažit věci definovat jazykem matematické logiky.
Paradox zńı následovně:

Označme m nejmenš́ı přirozené č́ıslo, které nelze definovat méně než sto ṕısmeny.

Anglická abeceda + mezera = 27 znak̊u, takže celkem 27100 kombinaćı, tedy
takovéto m existuje. Vı́me, že m nelze definovat méně než sto znaky, ale věta výše
(která má určitě méně než sto znak̊u) jej definuje.
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2 Nejprve trochu logiky

2.1 Jazyk teorie množin

Jazyk teorie množin je ⟨∈⟩ s rovnost́ı, kde ∈ je binárńı relačńı symbol. Mohli
bychom uvažovat i jazyk bez rovnosti a přidat nový binárńı relačńı symbol ‘=’ a
axiomy rovnosti. V každém jazyku je implicitně

• spočetně mnoho symbol̊u pro proměnné: x1, x2, x3, . . . ,

• pro každou proměnnou x dva symboly s kvantifikátory: (∀x), (∃x),

• symboly pro logické spojky a pro negaci: ¬, ∧ ,∨, =⇒ , ⇐⇒ ,

• čárka a závorky.

Tento jazyk ještě rozš́ı̌ŕıme o několik zkratek. Konkrétně definujme

• x ̸= y ≡ ¬x = y,

• x /∈ y ≡ ¬x ∈ y,

• x ⊆ y ≡ (∀z)(z ∈ x⇒ z ∈ y),

• x ⊂ y ≡ x ⊆ y ∧ x ̸= y,

• x ∈ y ∈ z ≡ x ∈ y ∧ y ∈ z,

kde ‘≡’ vyjadřuje, že výraz nalevo bude od ted’ ekvivalentńı výrazu napravo.

2.2 Termy a formule

Nyńı uvažujme obecný jazyk L s množinou relačńıch symbol̊u R a množinou
funkčńıch symbol̊u F . Konstantńı symboly jsou funkčńı symboly arity nula.

Definice 2.1. Termy jazyka L jsou konečné nápisy definované induktivně:

• každá proměnná a každý konstantńı symbol z L je term,

• pro funkčńı symbol f arity n a termy t1, . . . , tn je term i nápis f(t1, . . . , tn).

Definice 2.2. Atomická formule je nápis R(t1, . . . , tn), kde R je n-árńı relačńı
symbol a ti jsou termy.

Definice 2.3. Formule jazyka L jsou konečné nápisy definované induktivně:

• každá atomická formule jazyka L je formule,

• jsou-li φ a ψ formule, potom jsou formule i nápisy

(¬φ), (φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ), (φ⇒ ψ), (φ⇔ ψ), ((∀x)φ), ((∃x)φ).

Formule maj́ı přirozenou stromovou strukturu. Výskyt proměnné x je list tohoto
stromu označený x. Podformule jsou podstromy tohoto stromu.

Definice 2.4 (Volné a vázané proměnné). Výskyt proměnné x ve formuli φ je

• vázaný, pokud se vyskytuje v nějaké podformuli zač́ınaj́ıćı (∀x) nebo (∃x),

• volný, pokud neńı vázaný.
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Proměnná x je

• vázaná ve formuli φ, pokud má vázaný výskyt ve φ.

• volná ve formuli φ, pokud má volný výskyt ve φ.

Úmluva 2.5. Zápis φ(x1, . . . , xn) znač́ı, že x1, . . . , xn jsou proměnné, jejichž volné
výskyty nás ve formuli φ zaj́ımaj́ı. Neznamená to, že každá z proměnných xi muśı
mı́t volný výskyt ve φ, ani že φ neobsahuje žádné jiné volné proměnné.

Př́ıklad. Uvažme formuli φ = (∀x)(∃y)(x ≤ y) ∨ (x ≤ z). Kvantifikátory se vztahuj́ı
pouze k prvńı závorce (x ≤ y). Proměnná x je vázaná a volná zároveň, y je vázaná a
z je volná. Můžeme tedy psát φ(x, z).
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3 Axiomy Zermelo–Fraenkelovy teorie množin

Až doposud mohly množiny obsahovat libovolné
”
věci“ a vlastně jsme nijak

nespecifikovali, co přesně jsou tyto věci zač. V axiomatické teorii množin existuj́ı
pouze ty objekty, jejichž existence vyplývá z axiomů dané teorie. Axiomy ZF nám
garantuj́ı existenci prázdné množiny a poskytuj́ı nám několik zp̊usob̊u jak z již
existuj́ıćıch množin vyrábět nové. Jinými slovy: všechno je množina. Každý prvek
každé množiny je jen nějaká jiná množina.

3.1 Axiom existence

Axiom 3.1. Existuje nějaká množina, univerzum množin neńı prázdné.

(∃x)(x = x).

3.2 Axiom extenzionality

Axiom 3.2. Množina neńı dána nič́ım jiným než svými prvky.

(∀z)(z ∈ x⇔ z ∈ y) =⇒ x = y.

Je d̊uležité zd̊uraznit, že toto neńı definice identity dvou množin. Muśıme vńımat
odděleně dva koncepty. Prvńı koncept je naše teorie, ve které můžeme dokazovat
r̊uzná pravdivá tvrzeńı. Je to něco zcela abstraktńıho. Druhý koncept je nějaká
konkrétńı

”
implementace“ (model) této teorie. Symbol ‘=’ hovoř́ı o identitě objekt̊u,

které poskytne ta konkrétńı implementace. My
”
zevnitř“ naš́ı teorie v̊ubec netuš́ıme,

jak by tato implementace mohla vypadat. Ale máme
”
zvenč́ı“ poskytnutý symbol =,

který smı́me použ́ıvat. Každá implementace
”
v́ı“, co tento symbol znamená. Ale

nev́ı, co znamená symbol ∈. Axiomy jsou nějaké požadavky, které muśı každý model
splňovat. Takže tento axiom neńı definice identity dvou množin, protože identita je
koncept, který je odtržený od teorie a př́ısluš́ı až konkrétńımu modelu. Tento axiom
vyjadřuje vztah symbolu ∈ a identity a každý model bude muset tento požadavek
splnit. Opačná implikace,

x = y =⇒ (∀z)(z ∈ x⇔ z ∈ y),

plat́ı také, ale neńı součást́ı axiomu extenzionality, protože vlastně ř́ıká, že

(∀z)(z ∈ x⇔ z ∈ x),

což plat́ı pro libovolnou implementaci symbolu ∈.

3.3 Axiom dvojice

Axiom 3.3. Pro každou dvojici množin x a y existuje množina d, která obsahuje
právě x a y. Množinu d znač́ıme jako {x, y}.

(∀x, y)(∃d)(∀z)
(
z ∈ d⇔ (z = x ∨ z = y)

)
.

Tento axiom zaručuje i existenci jednoprvkových množin {x} := {x, x}.
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3.4 Axiom sumy

Axiom 3.4. Pro každou množinu x existuje množina s, která je sjednoceńım všech
množin uvnitř x. Této množině ř́ıkáme suma množiny x a znač́ıme ji

⋃
x.

(∀x)(∃s)(∀z)
(
z ∈ s⇔ (∃y)(y ∈ x ∧ z ∈ y)

)
.

Pozorováńı 3.5. Pokud x ∈ y ∈ z, potom x ∈
⋃
z.

Nyńı můžeme pomoćı kombinace axiomu sumy a axiomu dvojice definovat sjed-
noceńı dvou množin a libovolně velkou konečnou množinu danou výčtem.

Definice 3.6. Sjednoceńı množin x a y je množina x ∪ y :=
⋃
{x, y}.

Definice 3.7. Množiny {x1} a {x1, x2} jsou garantované axiomem dvojice. Množinu
{x1, x2, . . . , xn} definujeme induktivně jako {x1, x2, . . . , xn−1} ∪ {xn}.

Př́ıklad.
⋃{
{x1}, {x1, x2}, {x2, x3}

}
= {x1, x2, x3}.

3.5 Schéma axiomů vyděleńı

Schéma znamená, že se nejedná o jeden konkrétńı axiom, ale o nekonečně mnoho
r̊uzných axiomů, které maj́ı všechny stejnou strukturu.

Axiom 3.8. Pokud je x množina, potom existuje množina všech jej́ıch prvk̊u, které
splňuj́ı formuli φ. Tuto množinu znač́ıme {z ∈ x |φ(z)}. Formálně, je-li φ(z) formule,
která neobsahuje volně proměnnou y, potom formule

(∀x)(∃y)(∀z)
(
z ∈ y ⇔ (z ∈ x ∧ φ(z))

)
.

je axiom.

Všimněme si, že schéma axiomů vyděleńı nám nedovoluje vyrobit množinu všech
množin nebo množinu všech krotkých množin, protože neumožňuje konstrukce typu
{z |φ(z)}. Použit́ım axiomu vždy vznikne podmnožina nějaké již existuj́ıćı množiny.
Např́ıklad z množiny X, garantované axiomem existence, lze vyrobit prázdnou
množinu tak, že za φ zvoĺıme libovolnou nesplnitelnou formuli.

Definice 3.9. Prázdná množina je množina ∅ := {z ∈ X | z ̸= z}.

Také konečně můžeme nadefinovat pr̊unik a rozd́ıl množin.

Definice 3.10. Rozd́ıl množin x a y je množina x \ y := {z ∈ x | z /∈ y}.

Definice 3.11. Pr̊unik množin x a y je množina x ∩ y := {z ∈ x | z ∈ y}.

Definice 3.12. Množiny x a y jsou disjunktńı pokud x ∩ y = ∅.

Definice 3.13. Pr̊unik množiny x ≠ ∅ je množina
⋂
x :=

{
z ∈

⋃
x | y ∈ x⇒ z ∈ y

}
.

Př́ıklad. Pr̊unik konečně mnoha množin x1, x2, . . . , xn lze zapsat dvěma zp̊usoby:⋂
{x1, x2, . . . , xn} = x1 ∩ x2 ∩ · · · ∩ xn.

Pr̊unik nekonečně mnoha množin už ovšem lze udělat pouze jako pr̊unik nekonečné
množiny x.
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Poznámka. Důvod, proč zat́ım nedefinujeme pr̊unik prázdné množiny je ten, že s
touto definićı bychom měli

⋂
∅ = ∅, což moc nedává smysl. Prázdný součet je nula,

prázdný součin je jedna a prázdná suma je prázdná množina. Vše to jsou neutrálńı
prvky v̊uči dané operaci. Co je neutrálńı prvek v̊uči pr̊uniku? Prázdná množina určitě
ne. Nab́ıźı se množina všech množin, ale ukážeme, že ta neexistuje. Tento problém
vyřeš́ıme v sekci 4.2.

Definice 3.14. Uspořádaná dvojice (a, b) je množina {{a}, {a, b}}. Uspořádanou
n-tici (a1, a2, . . . , an) potom definujeme induktivně jako ((a1, a2, . . . , an−1), an).

Lemma 3.15. Uspořádaná dvojice určuje své prvky jednoznačně. Tedy

(x, y) = (a, b) ⇐⇒ (x = a ∧ y = b).

D̊ukaz. Nejprve ‘⇐’. Z axiomu extenzionality máme {x} = {a} a {x, y} = {a, b} a
tedy i {{x}, {x, y}} = {{a}, {a, b}}. Nyńı ‘⇒’. Ukážeme, že (a,b) jednoznačně určuje
pořad́ı svých prvk̊u. Označme P :=

⋂
(a,b) a S :=

⋃
(a,b). Potom plat́ı

{a} = P, {b} = {z ∈ S | z ̸= a ∨ P = S}.

3.6 Axiom potence

Axiom 3.16. Pro každou množinu x existuje množina všech jej́ıch podmnožin. Této
množině ř́ıkáme potenčńı množina množiny x a znač́ıme ji P(x).

(∀x)(∃p)(∀z)(z ∈ p⇔ z ⊆ x).

Pozorováńı 3.17. Potenčńı množina a suma jsou svým zp̊usobem opačné operace:

z ⊆ x⇒ z ∈ P(x), z ∈ x⇒ z ⊆
⋃
x,

⋃
P(x) = x ⊆ P

(⋃
x
)

3.7 Schéma axiomů nahrazeńı

Axiom 3.18. Když si vezmeme libovolné zobrazeńı F a množinu vzor̊u A, tak
množina obraz̊u B = F [A] je také množina. Formálně, je-li ψ(x, y) formule, která
neobsahuje volně proměnné y1, y2 a b, potom formule

(∀x)(∀y1,y2)
(
(ψ(x, y1) ∧ ψ(x, y2))⇒ y1 = y2

)
⇒

(∀a)(∃b) : (∀y)
(
y ∈ b⇔ (∃x)(x ∈ a ∧ ψ(x, y))

)
je axiom. Formule ψ(x, y1), respektive ψ(x,y2) vznikne z formule ψ(x, y) substitućı
proměnné y1, respektive y2 za y.

Prvńı část tohoto axiomu ř́ıká, že ψ(x,y) se má chovat jako zobrazeńı y = F (x).
Ve druhé polovině znač́ı a množinu vzor̊u a b množinu obraz̊u, které těmto vzor̊um
odpov́ıdaj́ı.

Pozorováńı 3.19. Pokud za ψ(x,y) zvoĺıme formuli x = y ∧ φ(y), tak je prvńı část
axiomu nahrazeńı splněna. Tedy plat́ı, že

(∀a)(∃b)(∀y)
(
y ∈ b⇔ (∃x)(x ∈ a ∧ x = y ∧ φ(y))

)
,

což je jen trochu jinak zapsaný axiom vyděleńı.
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3.8 Axiom fundovanosti

Axiom 3.20. Každá neprázdná množina obsahuje nějakou množinu, která je s ńı
disjunktńı.

(∀a ̸= ∅)(∃x ∈ a)(x ∩ a = ∅).

Tedy pro všechny množiny y ∈ a máme y /∈ x; jinými slovy, x je ∈-minimálńı prvek
množiny a.

Důsledek 3.21. Neexistuje množina a splňuj́ıćı a ∈ a.

D̊ukaz. Pro spor necht’ a je divoká. Potom množina {a} nesplňuje fundovanost,
protože a ∈ a a zároveň a ∈ {a}, takže a ∈ a ∩ {a}.

Důsledek 3.22. Neexistuje dvojice množin a, b taková, že a ∈ b a b ∈ a. Tentokrát
poruš́ı fundovanost množina {a, b}.

Tento axiom nám zaručuje, že v ZF nemůže vzniknout Russel̊uv paradox, protože
vylučuje možnost existence divokých a daľśıch divných množin. Také z něj vyplývá,
že v ZF neexistuje množina všech množin, protože ta by určitě byla divoká. Mohlo
by se zdát, že axiom fundovanosti je hodně d̊uležitý, ale neńı: existence divokých
množin nám nevad́ı, protože ostatńı axiomy nám neumožňuj́ı vytvořit množinu všech
divokých množin (byla by to takzvaná vlastńı tř́ıda). A to, že množina všech množin
neexistuje, se dá dokázat i bez axiomu fundovanosti.

To neznamená, že axiom fundovanosti nemá žádný význam — umožňuje některé
elegantńı konstrukce a argumenty, ale my se s nimi nesetkáme.

3.9 Axiom nekonečna

Axiom 3.23. Existuje nekonečná množina s nějakou konkrétńı strukturou.

(∃w)
(
∅ ∈ w ∧ (∀z)(z ∈ w ⇒ z ∪ {z} ∈ w)

)
.

Axiom nekonečna nám umožńı definovat množinu všech přirozených č́ısel jako
nejmenš́ı (vzhledem k inkluzi) množinu splňuj́ıćı tuto podmı́nku.

3.10 Axiom výběru a ZFC

Axiom výběru, anglicky Axiom of Choice (AC), je natolik silné tvrzeńı, že neńı
součást́ı základńı verze Zermelo–Fraenkelovy teorie množin. Jeho přidáńım do ZF
źıskáme teorii ZFC. Je d̊uležité zmı́nit, že přestože ZFC je výrazně silněǰśı než ZF,
tak Gödel v roce 1940 ukázal, že pokud je ZF konzistentńı,1 potom je ZFC také
konzistentńı. Čili to, zda věř́ıme nebo nevěř́ıme axiomu výběru, je čistě filozofické
rozhodnut́ı, na konzistenci teorie množin to nic nezměńı.

Bez axiomu výběru nelze dokázat mnoho věćı, které by intuitivně měly platit, ale
některé jeho d̊usledky jsou na hranici paradoxnosti, proto byl historicky poměrně
kontroverzńı. Budeme se j́ım zabývat ve zvláštńı kapitole, ale intuitivně ř́ıká, že pokud
nám někdo dá libovolnou množinu A, potom z každé neprázdné množiny X ∈ A
lze vybrat nějaký konkrétńı prvek x ∈ X, a posléze všechny tyto prvky posb́ırat a
vytvořit novou množinu, která je všechny obsahuje.

1Tedy má model, nebo ekvivalentně, neńı v ńı možné dokázat spor.
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4 Množiny a tř́ıdy

Abychom zabránili Russelovu paradoxu, museli jsme omezit, co vše je množinou.
Ale občas se hod́ı mluvit o souboru všech objekt̊u, které něco splňuj́ı, přestože to už
neńı množina. Proto se zavád́ı pojem tř́ıda. V Cantorově naivńı teorii jsou tř́ıdy a
množiny jedno a totéž. Pokud omeźıme, co všechno může být množinou, tak se náš
svět rozděĺı:

• Množiny — někam nálež́ı.

• Tř́ıdy — něco nálež́ı do nich.

Uvědomme si, že tento koncept neumožňuje zrekonstruovat Russell̊uv paradox, jelikož
tř́ıda všech krotkých tř́ıd zjevně neexistuje. Tř́ıdy totiž nemohou nikam náležet, věci
pouze nálež́ı do nich.

4.1 Rozš́ı̌reńı jazyka o tř́ıdové termy

Předpokládejme, že pracujeme v nějakém konkrétńım modelu M teorie množin s
univerzem množin V.

Definice 4.1 (Tř́ıdový term). Pokud φ(z, v1, . . . , vn) je formule a y1, . . . , yn jsou
množiny z V, potom výraz {z |φ(z, y1, . . . , yn)} nazýváme tř́ıdový term.

Tř́ıdy jsou pouze mata-jazykový pojem slouž́ıćı k zjednodušeńı zápisu. Nejsou to
formálńı objekty ZF. Pokud pro množinu x z V naṕı̌seme

x ∈ {z |φ(z, y1, . . . , yn)},

tak t́ım mysĺıme, že φ(x, y1, . . . , yn) plat́ı.2 Tř́ıdové termy tedy definuj́ı nějaké

”
soubory“ množin, které splňuj́ı př́ıslušnou formuli, a tyto soubory nazýváme tř́ıdy.

Každou množinu lze interpretovat jako tř́ıdu, a některé tř́ıdy lze interpretovat
jako množiny, ale ne všechny.

Pozorováńı 4.2. Každá množina je zároveň i tř́ıdou, protože x = {z | z ∈ x}.

Pozorováńı 4.3. Pokud φ(z) je ve tvaru z ∈ y ∧ ψ(z), kde y je množina, pak tř́ıda
{z |φ(z)} je množinou (z axiomu vyděleńı).

Definice 4.4. Tř́ıdu, která neńı množinou, nazýváme vlastńı tř́ıda.

Např́ıklad ukážeme, že tř́ıda všech množin,

V = {x |x = x},

také nazývanou univerzálńı tř́ıda, je vlastńı tř́ıdou.
Ve formuĺıch na mı́stě volných proměnných připust́ıme tř́ıdové termy. Nav́ıc

dovoĺıme tř́ıdové proměnné, které budeme značit velkými ṕısmeny. Ale pouze jako
volné proměnné, takže tř́ıdy neńı možné kvantifikovat.

Definice 4.5 (Formule s tř́ıdovými termy). Atomické formule v tomto rozš́ı̌reném
jazyce jsou

x = y, x ∈ y, x = X, x ∈ X, X ∈ x, X = Y, X ∈ Y,

kde x, y jsou proměnné, X je zkratka za {z |φ(z)} a Y za {z |ψ(z)}.
Každá atomická formule je formule a libovolná kombinace formuĺı pomoćı lo-

gických spojek je opět formule. Množinové proměnné lze nav́ıc kvantifikovat.
2Přesněji řečeno, instance formule φ, která vznikne substitućı množin y1, . . . , yn za volné proměnné

v1, . . . , vn, plat́ı v modelu M .
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Tvrzeńı 4.6. Pro každou formuli s tř́ıdovými termy, ale bez tř́ıdových proměnných,
existuje ekvivalentńı formule v základńım jazyce.

D̊ukaz. Všechny atomické formule s tř́ıdovými termy přeṕı̌seme do základńıho jazyka.
Mějme množinu x a tř́ıdové termy X = {z |φ(z)} a Y = {y |ψ(y)}, kde formule φ a
ψ neobsahuj́ı volně proměnné u a v.

• x ∈ X ∼ x ∈ {z |φ(z)} ∼ φ(x),

• X = Y ∼ {z |φ(z)} = {z |ψ(z)} ∼ (∀u)(φ(u)⇔ ψ(u)).

Dále budeme využ́ıvat, že X nemůže být vlastńı tř́ıda.

• x = X ∼ x = {z |φ(z)} ∼ (∀u)(u ∈ x⇔ φ(u)),

• X ∈ Y ∼ {z |φ(z)} ∈ {z |ψ(z)} ∼ (∃u)
(
u = {z |φ(z)} ∧ u ∈ {z |ψ(z)}

)
∼

(∃u)
(
(∀v)(v ∈ u⇔ φ(v)) ∧ ψ(u)

)
,

• X ∈ x ∼ {z |φ(z)} ∈ x ∼ (∃u)
(
u = {z |φ(z)} ∧ u ∈ x

)
∼

(∃u)
(
(∀v)(v ∈ u⇔ φ(v)) ∧ u ∈ x

)
.

Důsledek 4.7. Formule rozš́ıřeného jazyka určuj́ı stejné tř́ıdy jako formule základńıho
jazyka. Z toho také vyplývá, že jǐz definované tř́ıdy m̊užeme použ́ıvat pro definováńı
tř́ıd nových.

Přestože tř́ıdové proměnné nelze kvantifikovat, neznamená to, že nemůžeme
dokázat nějaké tvrzeńı typu

”
pro každou tř́ıdu X plat́ı něco strašně zaj́ımavého

co už nekvantifikuje přes žádné daľśı tř́ıdové proměnné“ Formálně ř́ıkáme, že pro
každou tř́ıdu X plat́ı nějaká formule ψ(X) bez tř́ıdových proměnných (využ́ıvá pouze
tř́ıdový term X), která je podle předchoźıho tvrzeńı ekvivalentńı nějaké formuli ψ̄(X)
základńıho jazyka. Tohle ř́ıct můžeme, pouze to nebude jediná věta, ale schéma vět:
pro každou formuli φ(z, v1, . . . , vn) budeme mı́t jednu větu ve tvaru

(∀y1)(∀y2) · · · (∀yn) ψ̄
(
{z |φ(z, y1, . . . , yn)}

)
.

Podobné schéma lze udělat pro každé tvrzeńı, které má libovolný (konečný) počet
univerzálńıch tř́ıdových kvantifikátor̊u, ale žádné existenčńı tř́ıdové kvantifikátory.
Těch už se podobným trikem nezbav́ıme, leda, že by d̊ukaz byl konstruktivńı. Pokud
např́ıklad tvrd́ıme, že pro každou tř́ıdu existuje nějaká jiná tř́ıda, tak ji muśıme
explicitně zkonstruovat.

Úloha 4.8. Zapǐste formálně, pomoćı základńıho jazyka teorie množin, tvrzeńı, že
všechny tř́ıdy, s výjimkou prázdné množiny, obsahuj́ı alespoň jeden prvek.

Definice 4.9. Rozš́ı̌ŕıme náš jazyk o daľśı zkratky. Necht’ A je tř́ıda a φ formule.

• (∃x ∈ A)(φ) ≡ (∃x)(x ∈ A ∧ φ),

• (∄x ∈ A)(φ) ≡ (∀x)(x /∈ A ∨ ¬φ),

• (∀x ∈ A)(φ) ≡ (∀x)(x ∈ A⇒ φ).

Posledńı zkratku definujeme pouze pro formule φ(x) bez volných výskyt̊u y a z:

• (∃!x ∈ A)(φ) ≡ (∃x ∈ A)(φ) ∧ (∀y ∈ A)(∀z ∈ A)
(
(φ(y) ∧ φ(z))⇒ y = z

)
.
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4.2 Tř́ıdové operace

Definice 4.10. Pro tř́ıdy A a B definujeme

• A ∩B := {x |x ∈ A ∧ x ∈ B},

• A ∪B := {x |x ∈ A ∨ x ∈ B},

• A \B := {x |x ∈ A ∧ x /∈ B}, . . . př́ıpadně A−B

•
⋃
A := {x | (∃a)(a ∈ A ∧ x ∈ a)},

•
⋂
A := {x | (∀a)(a ∈ A⇒ x ∈ a)}

• A ⊆ B ⇐⇒ (∀x)(x ∈ A⇒ x ∈ B), . . .A je podtř́ıdou B

• A ⊂ B ⇐⇒ A ⊆ B ∧A ̸= B, . . .A je vlastńı podtř́ıdou B

• P(A) := {x |x ⊆ A}.

Pozorováńı 4.11. Pr̊unik prázdné množiny
⋂
∅ je tř́ıda všech množin V.

Úloha 4.12. Ukažte, že P(V) = V.

Lemma 4.13. Je-li x množina a X = {z |φ(z)} tř́ıda, potom je x ∩X množina.

D̊ukaz. Z axiomu vyděleńı, protože x ∩X = {z ∈ x |φ(z)}.

4.3 Kartézský součin

Definice 4.14. Kartézský součin tř́ıd X a Y je tř́ıda

X × Y := {(x, y) |x ∈ X ∧ y ∈ Y }.

Kartézský součin tř́ıd X1, X2, . . . , Xn definujeme induktivně jako

X1 × · · · ×Xn := (X1 × · · · ×Xn−1)×Xn = {(x1, . . . , xn) |
∧n

i=1 xi ∈ Xi}.

Lemma 4.15. Jsou-li x a y množiny, potom je x× y také množina.

D̊ukaz. Idea těchto d̊ukaz̊u: naj́ıt nějakou hodně velkou množinu a pak použ́ıt axiom
vyděleńı. Dokážeme, že plat́ı

x× y ⊆ P(P(x ∪ y)).

Uspořádanou dvojici jsme definovali jako (a, b) = {{a}, {a, b}}. Pokud a ∈ x a b ∈ y,
tak {a}, {a, b} ⊆ x ∪ y neboli {a}, {a, b} ∈ P(x ∪ y). Tedy (a, b) ⊆ P(x ∪ y), z čehož
(a, b) ∈ P(P(x ∪ y)).

Definice 4.16 (Kartézská mocnina). Pro tř́ıdu X definujeme X1 := X a pak
induktivně Xn := Xn−1 ×X.

Pozorováńı 4.17. Pro univerzálńı tř́ıdu plat́ı V = V1 ⊇ V2 ⊇ V3 ⊇ · · · .

D̊ukaz. Každá n-tice je i dvojice (tak je definována), ale lze ji dokonce vńımat jako
k-tici pro libovolné k ≤ n. Např́ıklad jako trojici (a, b, c) = ((a, b), c):

(x1, . . . , xn−1, xn) = ((x1, . . . , xn−1), xn) = (((x1, . . . , xn−2), xn−1), xn).

Př́ıklad. Definujeme X3 := X2 ×X, ale X ×X2 ̸= X3. Maj́ı stejnou strukturu, ale
v teorii množin to jsou r̊uzné objekty. Zvolme třeba X = {∅}. Máme

• X2 ×X = {(∅,∅)} × {∅} = {((∅,∅),∅)},

• X ×X2 = {∅} × {(∅,∅)} = {(∅, (∅,∅))}.
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4.4 Relace a zobrazeńı

Definice 4.18. Binárńı relace je libovolná tř́ıda R ⊆ V ×V. Namı́sto (x,y) ∈ R
ṕı̌seme xR y. Podobně lze definovat n-árńı relaci jako R ⊆ Vn.

Definice 4.19. Pro (binárńı) relaci R a tř́ıdu X definujeme tř́ıdy

• R−1 := {(v,u) |uR v}, . . . inverzńı relace k relaci R

• Dom(R) := {u | (∃v)(uR v)}, . . . definičńı obor relace R

• Rng(R) := {v | (∃u)(uR v)}, . . . obor hodnot relace R

• R ↾ X := R ∩ (X ×V) ⊆ R, . . . zúžeńı relace R na tř́ıdu X

• R[X] := Rng(R ↾ X) ⊆ Rng(R). . . . obraz tř́ıdy X relaćı R

Pozorováńı 4.20. R ⊆ Dom(R)× Rng(R), R−1 ⊆ Rng(R)×Dom(R).

Lemma 4.21. Pokud je relace x množina a Y tř́ıda, potom x−1, Dom(x), Rng(x),
ale i x ↾ Y a x[Y ] jsou také množiny.

D̊ukaz. Pomoćı axiomu vyděleńı.

• Ukážeme Dom(x) ⊆
⋃
(
⋃
x). Pro každé u ∈ Dom(x) plat́ı (u,v) ∈ x pro nějaké

v. Máme posloupnost inkluźı u ∈ {u} ∈ (u,v) ∈ x, tedy u ∈
⋃
(
⋃
x).

• Podobně Rng(x) ⊆
⋃
(
⋃
x), zkrátka to v ∈ Rng(x) je třeba vybalit z té

uspořádané dvojice (u,v) ∈ x jako v ∈ {u,v} ∈ (u,v) ∈ x.

• x−1 ⊆ Rng(x)×Dom(x) protože kartézský součin množin je množina.

• x[Y ] ⊆ Rng(x) a x ↾ Y ⊆ x.

Definice 4.22. Relace odpov́ıdaj́ıćı relačńım symbol̊um jazyka teorie množin jsou

• E := {(x,y) |x ∈ y}, . . .náležeńı

• Id := {(x,y) |x = y}. . . . identita

• ∆X := Id ↾ X . . . identita na tř́ıdě X

Definice 4.23 (Skládáńı relaćı). Pro relace R a S definujeme relaci

R ◦ S := {(u,w) | (∃v)(uR v ∧ v S w)}

Př́ıklad. Id ◦R = R ◦ Id = R, (x,y) ∈ E ◦E ⇐⇒ x ∈
⋃
y.

Definice 4.24 (Zobrazeńı). Relace F je zobrazeńı (nebo funkce) pokud

(∀u)(∀v)(∀w)
(
((u,v) ∈ F ∧ (u,w) ∈ F )⇒ v = w

)
.

Namı́sto uF v ṕı̌seme F (u) = v, při definováńı ṕı̌seme F : u 7→ v nebo F (u) := v.

Pozorováńı 4.25. F je zobrazeńı ⇐⇒ (∀x ∈ Dom(F ))(∃!y ∈ Rng(F ))(F (x) = y).

Definice 4.26 (Prosté zobrazeńı, bijekce). Řekneme, že zobrazeńı F je

• prosté, pokud je F−1 také zobrazeńı,
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• zobrazeńı tř́ıdy X do tř́ıdy Y pokud Dom(F ) = X a zároveň Rng(F ) ⊆ Y ,
ṕı̌seme F : X → Y ,

• zobrazeńı tř́ıdy X na tř́ıdu Y , pokud F : X → Y a zároveň Rng(F ) = Y ,

• bijekce mezi tř́ıdami X a Y , pokud je to prosté zobrazeńı X na Y .

Poznámka. Prostým zobrazeńım se také ř́ıká injekce, a zobrazeńım které jsou ‘na’ se
také ř́ıká surjekce.

Pozorováńı 4.27. Pokud je F prosté, potom je F−1 také prosté.

Lemma 4.28. Pokud je f zobrazeńı a Dom(f) množina, potom f je také množina.

D̊ukaz. Axiom nahrazeńı nám ř́ıká, že zobrazeńı zobrazuj́ı množiny na množiny, tedy
f [Dom(f)] = Rng(f) je množina a z axiomu vyděleńı je tedy f ⊆ Dom(f)× Rng(f)
také množina.

Definice 4.29 (Tř́ıda zobrazeńı mezi množinami). Pro tř́ıdu A a množinu a definu-
jeme tř́ıdu všech zobrazeńı z množiny a do tř́ıdy A jako

aA := {f | f : a→ A}.

Poznámka. Nelze definovat BA pokud B je vlastńı tř́ıda, potom by ta zobrazeńı
f : B → A už byla vlastńı tř́ıdy. Obměnou f je množina ⇒ Dom(f) je množina.

Pozorováńı 4.30. Tohle ještě nemáme pořádně definované, ale pokud jsou A a B
konečné množiny, potom

∣∣BA∣∣ = |A||B|.

Př́ıklad. ∅A = {∅} a a∅ = ∅, ovšem ∅∅ = {∅}. . . . 00 := 1.

Lemma 4.31 (O velikosti tř́ıdy zobrazeńı). Plat́ı následuj́ıćı.

(a) Pro libovolné množiny x, y je xy množina.

(b) Je-li x ̸= ∅ a Y vlastńı tř́ıda, potom je xY vlastńı tř́ıda.

D̊ukaz. Prvńı část pomoćı axiomu vyděleńı, druhá pomoćı nahrazeńı.

(a) f : x→ y, pak f ⊆ x× y, tedy f ∈ P(x× y), takže xy ⊆ P(x× y). Využ́ıváme,
že kartézský součin množin je množina.

(b) Pro každé y ∈ Y definujeme konstantńı zobrazeńı Ky : x → Y jako u 7→ y,
neboli Ky = x× {y}. Protože x ̸= ∅, tak pro y1 ̸= y2 je Ky1 ≠ Ky2 . Označme
K := {Ky | y ∈ Y }. Zřejmě K ⊆ xY . Sporem ukážeme, že K je vlastńı tř́ıda,
(takže xY taky). Předpokládejme, že K je množina a definujme zobrazeńı
F : K → Y,Ky 7→ y. Protože předpokládáme, že K je množina, tak z axiomu
nahrazeńı je i Y množina, ale to je spor.

Definice 4.32 (Vlastnosti relaćı). Necht’ R ⊆ V ×V je relace a X tř́ıda. Označme
RX := R ↾ X. Řekneme, že relace R je na tř́ıdě X

• reflexivńı, pokud ∆X ⊆ R,

• antireflexivńı, pokud ∆X ∩R = ∅,

• symetrická, pokud RX = R−1
X ,

• slabě antisymetrická, pokud RX ∩R−1
X ⊆ ∆X ,

• silně antisymetrická, pokud RX ∩R−1
X = ∅,

• tranzitivńı, pokud RX ◦RX ⊆ RX .

Pozorováńı 4.33. Tyto vlastnosti jsou dědičné, neboli plat́ı na každé podtř́ıdě Y ⊆ X.
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4.5 Uspořádáńı

Definice 4.34 (Uspořádáńı). Relace R ⊆ V ×V je na tř́ıdě X

• trichotomická, pokud (∀x,y ∈ X)(xR y ∨ y Rx ∨ x = y),

• ostré uspořádáńı pokud je antireflexivńı a tranzitivńı na X,

• uspořádáńı pokud je reflexivńı, slabě antisymetrická a tranzitivńı na X,

• lineárńı uspořádáńı pokud je to trichotomické uspořádáńı na X.

Poznámka. Pokud chceme zd̊uraznit, že dané uspořádáńı neńı, nebo nemuśı být
lineárńı, tak ř́ıkáme, že je částečné.

Pokud je R uspořádáńı, tak mı́sto xR y ṕı̌seme x ≤R y. Dále definujme ostré
uspořádáńı R′ := R \ Id. Namı́sto xR′ y ṕı̌seme x <R y.

Poznámka. Jelikož lze z ostrého uspořádáńı <R snadno vyrobit ≤R a naopak, tak
nebudeme definovat vlastnosti zvlášt’ pro ostré a neostré uspořádáńı, jelikož jedno im-
plicitně definuje to druhé. Ve větách a d̊ukazech budeme použ́ıvat tu verzi uspořádáńı,
která se nám zrovna bude hodit v́ıc.

Pozorováńı 4.35. Každé ostré uspořádáńı R je silně antisymetrické.

D̊ukaz. Kdyby ne, tak existuj́ı x, y ∈ X takové, že xR y a y Rx. Z tranzitivity xRx,
což je spor s antireflexibilitou.

Př́ıklad. Identita neńı ostré uspořádáńı, protože neńı antireflexivńı. Identita je
uspořádáńı. Ale ne lineárńı, protože r̊uzné prvky nejsou porovnatelné. Náležeńı neńı
uspořádáńı (ani ostré uspořádáńı), protože neńı tranzitivńı.

Definice 4.36. Necht’ R je uspořádáńı na tř́ıdě A a X ⊆ A. Prvek a ∈ A je

• horńı mez tř́ıdy X, pokud (∀x ∈ X)(x ≤R a), . . . také majoranta

• maximálńı prvek tř́ıdy X, pokud a ∈ X ∧ (∄x ∈ X)(a <R x),

• nejvěťśı prvek tř́ıdy X, pokud a ∈ X a je to horńı mez X,

• supremum tř́ıdy X, pokud je nejmenš́ı prvek tř́ıdy všech horńı meźı X.

Největš́ı prvek, resp. supremum znač́ıme maxR(X), resp. supR(X); pokud existuj́ı.
Obdobně definujeme minorantu, minimálńı prvek, nejmenš́ı prvek a infimum.

Pozorováńı 4.37. Každý nejvěťśı prvek je maximálńı. Pokud je R lineárńı uspořádáńı,
tak maximálńı prvek je nejvýše jeden a pokud existuje, tak je nejvěťśı. Nejvěťśı prvek
i supremum je vždy nejvýše jedno.

Definice 4.38 (Dolńı podmnožina). Necht’R je uspořádáńı na tř́ıděA. Tř́ıda X ⊆ A je

• shora omezená v A, pokud existuje a ∈ A horńı mez X,

• dolńı podtř́ıda tř́ıdy A, pokud (∀x ∈ X)(∀a ∈ A)(a ≤R x⇒ a ∈ X).

Každý prvek a ∈ A určuje dolńı podtř́ıdu

(← , a] := {x |x ∈ A ∧ x ≤R a}.

Pokud dolńı podtř́ıda X ⊆ A je ve skutečnosti množinou, tak ř́ıkáme, že to je dolńı
podmnožina.
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Pozorováńı 4.39. Sjednoceńı dolńıch podmnožin je dolńı podmnožina.

Pozorováńı 4.40. Necht’ R je uspořádáńı na tř́ıdě A. Pak pro libovolné x, y ∈ A
plat́ı

x ≤R y ⇐⇒ (← , x] ⊆ (← , y].

Čili uspořádáńı ⊆ na P(A) je svým zp̊usobem univerzálńı. Každé uspořádáńı lze
převést na inkluzi.

Nyńı definujeme jeden z nejd̊uležitěǰśıch pojmů teorie množin: dobrá uspořádáńı.

Definice 4.41. Řekneme, že uspořádáńı R je na množině A

• husté, pokud (∀x, y ∈ A)
(
x < y ⇒ (∃z ∈ A)(x < z < y)

)
,

• dobré, pokud každá neprázdná B ⊆ A má nejmenš́ı prvek,

• úplné, pokud každá neprázdná, shora omezená B ⊆ A má supremum.

Pokud je ≤ lineárńı, resp. dobré uspořádáńı množiny A, tak ř́ıkáme, že (A, ≤) je
lineárně, resp. dobře uspořádaná množina. Pokud existuje nějaké úplné uspořádáńı
množiny A, tak ř́ıkáme, že A je úplná.

Pozorováńı 4.42. Lineartita, dobrost a úplnost jsou dědičné vlastnosti.

Pozorováńı 4.43. Každé dobré uspořádáńı je lineárńı. Kdyby nebylo, tak by exis-
tovaly nějaké dva neporovnatelné prvky a množina těchto dvou prvk̊u by neměla
nejmenš́ı prvek.

Vlastnosti známých uspořádáńı

• (N, ≤) Přirozená č́ısla se standardńı interpretaćı ≤ je dobře uspořádaná
množina. Jej́ı nejmenš́ı prvek je nula.

• (Z, ≤) Standardńı uspořádáńı celých č́ısel je lineárńı, ale neńı dobré, protože
v̊uči ≤ neexistuje nejmenš́ı celé č́ıslo.

• (Z, ⪯) Uspořádáńı x ⪯ y ⇐⇒ (|x| < |y|) ∨ (|x| = |y| ∧ x ≤ y) celých č́ısel je
dobré. Toto uspořádáńı vypadá následovně: 0,−1, 1,−2, 2,−3, 3, . . .

• (Q, ≤) Standardńı uspořádáńı racionálńıch č́ısel je lineárńı a husté, ale neńı
dobré, protože Q nemá žádný nejmenš́ı prvek v̊uči ≤. Ovšem neńı těžké sestrojit
nějaké dobré uspořádáńı. Racionálńı č́ısla nejsou úplná.

• (R, ≤) Standardńı uspořádáńı reálných č́ısel je lineárńı, husté a úplné. Ale
neńı dobré a v ZF dokonce existenci žádného dobrého uspořádáńı reálných č́ısel
neńı možné dokázat.3

• (N+, | ) Kladná celá č́ısla spolu s relaćı dělitelnosti jsou částečné uspořádáńı.
Toto uspořádáńı nemá žádný maximálńı prvek, ale zato má nejmenš́ı prvek, a
sice jedničku.

• (P(A),⊆) Potenčńı množina libovolné množiny A spolu s inkluźı je částečně
uspořádaná množina. V tomto uspořádáńı je prázdná množina ∅ nejmenš́ı
prvek a A největš́ı prvek.

• (Σ∗, ≤LEX) Lexikografické uspořádáńı konečných řetězc̊u nad abecedou Σ je
dobré uspořádáńı. Nejmenš́ı prvek je prázdný řetězec.

3Tohle dokázal Paul Cohen v roce 1963 pomoćı forcingu, a jako d̊usledek źıskal, že je konzistentńı
předpokládat negaci axiomu výběru.
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Izomorfismy uspořádáńı

Definice 4.44 (Izomorfismus). Necht’ A1, A2 jsou tř́ıdy a R1, R2 relace. Bijekce
F : A1 → A2 je izomorfismus tř́ıd A1, A2 vzhledem k relaćım R1, R2, pokud

(∀x,y ∈ A1)
(
(x, y) ∈ R1 ⇐⇒ (F (x), F (y)) ∈ R2

)
.

Nás bude zaj́ımat primárně př́ıpad, kdy relace R1 a R2 jsou uspořádáńı. Řekneme,
že uspořádané množiny (A, ≤R) a (B, ≤S) jsou izomorfńı pokud existuje izomorfismus
A,B vzhledem k ≤R , ≤S .

Př́ıklad. Daľśım př́ıpadem izomorfismu je izomorfismus graf̊u. Tam jsou tř́ıdy A1

a A2 množiny vrchol̊u graf̊u G1 a G2, relace R1 je relaćı
”
být hranou v G1“ a R2

je relaćı
”
být hranou v G2“. Potom je bijekce f : V1 → V2 izomorfismus graf̊u

G1 = (V1, E1) a G2 = (V2, E2) právě tehdy, když

(∀u,v ∈ V1)
(
(u, v) ∈ E1 ⇐⇒ (f(u), f(v)) ∈ E2

)
.

4.6 Vlastnosti dobrých uspořádáńı

Lemma 4.45. Pokud je (A, ≤R) dobře uspořádaná množina a X ⊂ A jej́ı vlastńı
dolńı podmnožina, potom existuje jednoznačně určený prvek x ∈ A takový, že

X = {y ∈ A | y <R x}.

Tuto množinu označ́ıme jako (← , x).

D̊ukaz. Definujeme x jako nejmenš́ı prvek (neprázdné) množiny W \X. Potom každé
y <R x patř́ı do X, takže (← , x) ⊆ X. Chceme ještě opačnou inkluzi. Pro spor
předpokládejme, že existuje y ∈ X co neńı v (← , x). Když y ≮R x, pak nutně x <R y
jelikož x ≠ y protože x /∈ X. Ale tohle znamená, že x ∈ X protože X je dolńı
podmnožina a y ∈ X. Spor.

Definice 4.46 (Počátečńı úsek). Pokud (A,≤R) je dobře uspořádaná množina,
potom jej́ım vlastńım dolńım podmnožinám raději ř́ıkáme počátečńı úseky. Počátečńı
úsek určený prvkem x ∈ A znač́ıme jako

(← , x) := {y ∈ A | y <R x}.

Obsahuje všechny prvky množiny A od jej́ıho minima po x, ale už ne samotné x.

Věta 4.47 (O porovnáváńı dobrých uspořádáńı). Pokud (A, ≤R) a (B, ≤S) jsou
dobře uspořádané množiny, pak nastane právě jeden ze tř́ı následuj́ıćıch př́ıpad̊u:

(a) bud’ A a B jsou izomorfńı, nebo

(b) A je izomorfńı nějakému počátečńımu úseku B, nebo

(c) B je izomorfńı nějakému počátečńımu úseku A.

V každém př́ıpadě je ten izomorfismus určen jednoznačně.

Pro dokázáńı této věty se nám bude hodit následuj́ıćı definice:

Definice 4.48 (Počátkové vnořeńı). Necht’ (A, ≤R) a (B, ≤S) jsou uspořádané
množiny. Zobrazeńı F je počátkové vnořeńı A do B, pokud

(i) A′ := Dom(F ) ⊆ A je dolńı podmnožina A v̊uči ≤R,
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(ii) B′ := Rng(F ) ⊆ B je dolńı podmnožina B v̊uči ≤S ,

(iii) F je izomorfismus A′ a B′, vzhledem k R a S, tedy

(∀a1,a2 ∈ AD)
(
a1 ≤R a2 ⇐⇒ F (a1) ≤S F (a2)

)
.

Tedy F je izomorfismus nějakých dolńıch podmnožin A a B.

Lemma 4.49. Necht’ F a G jsou počátková vnořeńı dobře uspořádané množiny
(A, ≤R) do dobře uspořádané množiny (B, ≤S). Pak bud’ F ⊆ G nebo G ⊆ F .

D̊ukaz. Jelikož Dom(F ) i Dom(G) jsou dolńı podmnožiny A, a R je lineárńı, tak
bud’ Dom(F ) ⊆ Dom(G), nebo naopak. BÚNO necht’ Dom(F ) ⊆ Dom(G). Zřejmě
F,G ⊆ A×B, takže stač́ı dokázat, že

x ∈ Dom(F ) =⇒ F (x) = G(x).

Pro spor necht’ to neplat́ı a definujme

W := {x ∈ Dom(F ) |F (x) ̸= G(x)}.

Protože R je dobré, tak existuje w := minR(W ). Jelikož F (w) ̸= G(w), tak z linearity
S nastane bud’ F (w) <S G(w) nebo G(w) <S F (w), BÚNO necht’ plat́ı

F (w) <S G(w). (4.1)

Ukážeme, že F (w) /∈ Rng(G), takže Rng(G) neńı dolńı podmnožina B, což je spor.
Pro libovolné z ∈ Dom(G) nastane jedna ze dvou situaćı:

(a) z <R w, z čehož G(z) <S F (w), protože

G(z) = F (z), w je nejmenš́ı, pro který se nerovnaj́ı

F (z) <S F (w). F je izomorfismus

(b) w ≤R z, z čehož F (w) <S G(z), protože

F (w) <S G(w), podle (4.1)

G(w) ≤S G(z). G je izomorfismus

V každém př́ıpadě F (w) ̸= G(z), tedy F (w) /∈ Rng(G).

Větu 4.47 můžeme pomoćı počátkových vnořeńı ekvivalentně formulovat takto:
Pokud jsou (A, ≤R) a (B, ≤S) dobře uspořádané množiny, tak existuje právě jedno
zobrazeńı F , které je počátkové vnořeńı A do B a nav́ıc nastane alespoň jedno z
Dom(F ) = A nebo Rng(F ) = B.

D̊ukaz Věty 4.47. Označme jako P množinu všech počátkových vnořeńı A do B.
Tvrd́ıme, že F :=

⋃
P je to hledané zobrazeńı. Ověř́ıme všechny podmı́nky:

(1) F je zobrazeńı. Když (x, y1), (x, y2) ∈ F , tak existuj́ı počátková vnořeńı F1, F2 ∈
P taková, že (x, y1) ∈ F1 a (x, y2) ∈ F2. Podle Lemma 4.49 plat́ı F1 ⊆ F2 nebo
F2 ⊆ F1. V každém př́ıpadě jsou obě ty dvojce v alespoň jednom z F1 nebo F2,
ale protože to jsou zobrazeńı, tak muśı být y1 = y2.

(2) F je prosté. Podobně, jenom využijeme, že F1 a F2 jsou počátková vnořeńı,
tedy izomorfismy, tedy bijekce, takže jsou prosté, z čehož x1 = x2.
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(3) F je počátkové vnořeńı.

(i) Dom(F ) je dolńı podmnožina A. Necht’ x ∈ Dom(F ), y ∈ A a y <R x.
Potřebujeme ukázat, že y ∈ Dom(F ). Jelikož x ∈ Dom(F ), tak existuje
nějaké počátkové vnořeńı F ′ ∈ P takové, že x ∈ Dom(F ′). Protože
Dom(F ′) je dolńı podmnožina, tak y ∈ Dom(F ′) ⊆ Dom(F ).

(ii) Rng(F ) je dolńı podmnožina B. Úplně stejná argumentace.

(iii) F je izomorfismus. Nejprve si uvědomme, že protože je F prosté, tak je to
bijekce mezi množinami Dom(F ) a Rng(F ). Nyńı necht’ x, y ∈ Dom(F ),
potřebujeme aby

x ≤R y ⇐⇒ F (x) ≤S F (y).

Opět muśı existovat nějaké F ′ ∈ P takové, že y ∈ Dom(F ′). F ′ je
počátkové vnořeńı, takže Dom(F ′) je dolńı podmnožina, tedy x ∈ Dom(F ′).
Nav́ıc, protože je F ′ izomorfismus, tak

F (x) = F ′(x) ≤S F
′(y) = F (y).

(4) Dom(F ) = A nebo Rng(F ) = B. Pro spor necht’ A\Dom(F ) i B \Rng(F ) jsou
neprázdné. Tedy maj́ı nejmenš́ı prvky a, b. Všimněme si, že F ′ := F ∪{(a, b)} je
také počátkové vnořeńı, tedy F ′ ∈ P , což je spor. Proč je to počátkové vnořeńı?
Protože Dom(F ) je dolńı podmnožina A, tak všechny prvky v A\Dom(F ) muśı
být větš́ı než všechno v Dom(F ). Tedy a bude nový největš́ı prvek v Dom(F ′).
Podobně pro b a izomorfismus.

(5) Jednoznačnost. Pro spor necht’ existuj́ı dvě taková zobrazeńı F1 ̸= F2. Podle
Lemma 4.49 necht’ BÚNO F1 ⊆ F2. Protože F1 ≠ F2, tak existuje nějaké
(a, b) ∈ F2 \ F1. Jenže potom pro F1 nemůže platit (4), což je spor.

4.7 Ekvivalence a kvaziuspořádáńı

Definice 4.50. Relace R ⊆ V ×V je na tř́ıdě X

• kvaziuspořádáńı pokud je reflexivńı a tranzitivńı na X,

• ekvivalence pokud je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı na X.

Definice 4.51 (Tř́ıdy ekvivalence). Necht’ R je ekvivalence na tř́ıdě X. Pro x ∈ X
definujeme tř́ıdu

[x]R := {y | y ∈ X ∧ xR y} = R[{x}] ∩X,

kterou nazýváme ekvivalenčńı tř́ıda prvku x. Pokud je X množina, tak z axiomu
vyděleńı je [x]R také množina. V tom př́ıpadě definujeme množinu ekvivalenčńıch
tř́ıd množiny X podle ekvivalence R jako

X/R := {[x]R ∈ P(X) |x ∈ X}.

Definice 4.52. Rozklad množiny X je libovolná množina R ⊆ P(X) splňuj́ıćı

(i) (∀a ∈ R)(a ̸= ∅),

(ii) (∀a,b ∈ R)(a ̸= b⇒ a ∩ b = ∅),

(iii)
⋃
R = X.

Lemma 4.53. Pokud je ∼ ekvivalence na množině X, potom je X/∼ rozklad X.
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D̊ukaz. Muśıme ukázat, že X/∼ splňuje definici rozkladu.

(i) Z reflexivity x ∼ x, tedy x ∈ [x] pro každé [x] ∈ X/∼.

(ii) Obměnou: ukážeme [x]∩ [y] ̸= ∅⇒ [x] = [y]. Chceme ukázat, že pokud existuje
t ∈ [x] ∩ [y] a a ∈ [x], potom a ∈ [y]. Vı́me, že a ∼ x, x ∼ t, t ∼ y a tud́ıž z
tranzitivity a ∼ y. Použili jsme i symetrii.

(iii) Stač́ı ukázat, že pokud x ∈ X, potom existuje a ∈ X/∼ takové, že x ∈ a. Ale
toto a je prostě [x].

Pozorováńı 4.54. Pokud je relace ≲ kvaziuspořádáńı na množině X, potom m̊užeme
definovat ekvivalenci ∼ na X předpisem

x ∼ y ⇐⇒ x ≲ y ∧ y ≲ x.

Potom m̊užeme definovat uspořádáńı ≤ na množině X/∼ jako

[x]∼ ≤ [y]∼ ⇐⇒ x ≲ y.

Tato konstrukce je velmi šikovná, často se totiž potýkáme s množinou X, která
je skoro uspořádaná relaćı R, až na to, že R neńı antisymetrická na některých
podmnožinách X. Potom prostě prohláśıme tyto zlobivé prvky za ekvivalentńı a
definujeme nové uspořádáńı na tř́ıdách ekvivalence.

Ovšem pokud je X vlastńı tř́ıda, tak to nemuśı fungovat. Může se stát, že pro
nějaké x ∈ X bude [x]∼ také vlastńı tř́ıda, a potom nelze definovat X/∼.
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5 Porovnáváńı mohutnost́ı množin

Definice 5.1. Pro množiny x a y definujeme relace

(a) x ≈ y, pokud existuje bijekce f : x→ y,

(b) x ⪯ y, pokud existuje prosté zobrazeńı f : x→ y,

(c) x ≺ y, pokud x ⪯ y a zároveň x ̸≈ y.

Poznámka. Pro tř́ıdy tato definice nemá smysl, protože by nešlo kvantifikovat f .

Poznámka. Relaci x ⪯ y jsme také mohli definovat jako
”
existuje zobrazeńı y na x“.

Ale potom by Věta 5.5 nešla dokázat bez AC. Důvod je následuj́ıćı:
Plat́ı, že existuje-li prosté zobrazeńı x do y, potom existuje zobrazeńı y na

x. Prostě vezmu ten jednoznačně určený prvek. Ale opačný směr bez AC neplat́ı,
protože se na jeden prvek může zobrazit nekonečně mnoho prvk̊u a tohle se může
stát nekonečně-mnoho krát, takže to prosté zobrazeńı v opačném směru bez AC
nesestroj́ım (nemám jak vybrat ty prvky).

Pozorováńı 5.2. Pro libovolné množiny x, y, z plat́ı

• x ⊆ y =⇒ x ⪯ y,

• x ⊂ y =⇒ x ⪯ y, . . . ale ne x ≺ y

• x ≈ x, . . . identitou

• x ≈ y =⇒ y ≈ x, . . . inverzńı bijekćı

• (x ≈ y ∧ y ≈ z) =⇒ x ≈ z, . . . složeńı bijekćı je bijekce

• x ⪯ x, . . . identitou

• (x ⪯ y ∧ y ⪯ z) =⇒ x ⪯ z, . . . složeńı prostých zobrazeńı je prosté

Důsledek 5.3. Relace ≈ je ekvivalence a relace ⪯ je kvaziuspořádáńı. Ale ne
uspořádáńı, protipř́ıklad na antisymetrii je třeba {∅} a {{∅}}.

Je dobré se zeptat, zda lze ⪯ převést na uspořádáńı ekvivalenčńıch tř́ıd [x]≈?
Bohužel ne, protože to jsou vlastńı tř́ıdy, takže V/≈ neexistuje. Kdyby pro nějaké
x ̸= ∅ byla [x]≈ množinou, tak V =

⋃
[x]≈ by také byla množinou.

Co ale udělat lze, a je to velmi d̊uležité, je definovat určité kanonické reprezentanty
těchto ekvivalenčńıch tř́ıd, kterým se ř́ıká kardinálńı č́ısla. Z axiomu výběru4 pak
plyne, že pro každou množinu x existuje právě jedno kardinálńı č́ıslo κ takové, že
x ≈ κ. Mohutnost nebo kardinalitu množiny x potom definujeme jako |x| := κ.
Tomuto konceptu se budeme v́ıce věnovat v Sekci 9.

Lemma 5.4. Necht’ x, y, x1, y1 a z jsou množiny. Pak

(1) x× y ≈ y × x,

(2) x× (y × z) ≈ (x× y)× z,

(3) (x ≈ x1 ∧ y ≈ y1) =⇒ (x× y) ≈ (x1 × y1),

(4) x ≈ y =⇒ P(x) ≈ P(y),
4Konečná kardinálńı č́ısla jsou právě přirozená č́ısla, a pro ty axiom výběru potřeba neńı, jak

ukážeme v d̊ukazu Věty 5.42.
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(5) P(x) ≈ x2. . . . 2 = {0, 1} = {∅, {∅}}

D̊ukaz. Vždy sestroj́ıme nějakou bijekci h.

(1) h : (u, v) 7→ (v, u),

(2) h : (a, (b, c)) 7→ ((a, b), c),

(3) f : x→ x1 a g : y → y1. Uděláme h : (a, b) 7→ (f(a), g(b)),

(4) f : x→ y. Uděláme h : u 7→ f [u],

(5) Pro u ⊆ x definujeme charakteristickou funkci χu : x→ {0, 1} předpisem

χu(a) :=

{
1, a ∈ u,
0, a /∈ u.

Bijekci h : P(x)→ x2 definujeme jako h : u 7→ χu.

5.1 Cantor–Schröder–Bernsteinova věta

Dokážeme, že naše definice pro srovnáváńı velikost́ı množin dává dobrý smysl.

Věta 5.5 (Cantor, Schröder, Bernstein). x ≈ y ⇐⇒ (x ⪯ y ∧ y ⪯ x).

Tuto větu lze dokázat v́ıce zp̊usoby; my ji źıskáme jako d̊usledek obecněǰśıho
tvrzeńı, hovoř́ıćıho o pevných bodech určitých funkćı.

Definice 5.6 (Monotónńı zobrazeńı). Zobrazeńı H : P(x) → P(y) je monotónńı
vzhledem k inkluzi, pokud pro všechny u,v ⊆ x plat́ı

u ⊆ v ⇒ H(u) ⊆ H(v).

Lemma 5.7 (O pevném bodu). Je-li H : P(x) → P(x) monotónńı vzhledem k
inkluzi, pak existuje c ∈ P(x) takové, že H(c) = c.

Intuice. Představme si na chv́ıli, že H je funkce reálných č́ısel a chceme naj́ıt jej́ı
pevný bod. Potom dává smysl pod́ıvat se na množinu {x |x ≤ H(x)}. Nemělo by
nás překvapit, kdyby supremum této množiny byl pevný bod. Ale co je supremum v
našem kontextu? Když uspořádáme A ⊆ P(x) pomoćı ⊆, pak sup⊆(A) =

⋃
A.

D̊ukaz. Necht’ A := {u ∈ P(x) |u ⊆ H(u)} a označme c := sup⊆(A) =
⋃
A. Ukážeme,

že H(c) = c. Pro každou u ∈ A plat́ı

u ⊆ c, c je horńı mez A (5.1)

u ⊆ H(u), u ∈ A
H(u) ⊆ H(c), H je monotónńı

u ⊆ H(c). z předchoźıch dvou

Tedy H(c) je horńı mez A. Protože c je nejmenš́ı horńı mez A, tak plat́ı

c ⊆ H(c), c je supremum A

H(c) ⊆ H(H(c)), H je monotónńı (5.2)

H(c) ∈ A, podle (5.2)

H(c) ⊆ c. podle (5.1)

Máme inkluzi v obou směrech, takže c = H(c).
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D̊ukaz Věty 5.5. Směr ‘⇒’ je triviálńı. Pro ‘⇐’ necht’ f : x → y a g : y → x jsou
prostá zobrazeńı. Uvažme

”
indukovaná“ zobrazeńı

f : P(x)→ P(y) g : P(y)→ P(x)
u 7→ f [u], v 7→ g[v].

Např́ıklad f({1, 2, 3}) = {f(1), f(2), f(3)}. Všimněme si, že f i g jsou monotónńı
vzhledem k inkluzi. Chceme zobrazit kus x pomoćı f na kus y a zbytek y zobrazit
pomoćı g zpátky na zbytek x. Ale obecně to nemuśı dohromady vyplnit celou množinu
x a můžou tam být nějaké duplicity.

Definujme zobrazeńı H : P(x) → P(x) jako H : u 7→ x − g(y − f(u)). Dělá to,
co je popsané výše a na konci vezme doplněk. Naš́ım ćılem je naj́ıt nějaké c ⊆ x,
aby H(c) = c, tedy c a g(y − f(c)) tvoř́ı rozklad x. Stač́ı ukázat, že H je monotónńı
vzhledem k inkluzi. Vezměme libovolné u ⊆ v ⊆ x. Máme

f(u) ⊆ f(v), f je monotónńı

y − f(u) ⊇ y − f(v), doplněk do y

g(y − f(u)) ⊇ g(y − f(v)), g je monotónńı

H(u) ⊆ H(v). doplněk do x

Podle Lemma 5.7 má H pevný bod, označme jej c. Tedy c = x− g(y − f(c)), takže
g[y− f(c)] = x− c. To znamená, že restrikce g ↾ (y− f(c)) je prosté zobrazeńı y− f(c)
na x − c, čili bijekce. Inverze bijekce je opět bijekce, tedy g−1 ↾ (x − c) je bijekce
mezi x− c a y − f [c]. To doplńıme bijekćı f ↾ c mezi c a f [c], č́ımž źıskáme bijekci
h := (f ↾ c) ∪ (g−1 ↾ (x− c)) mezi x a y, kterou také lze zapsat jako

h(a) =

{
f(a), a ∈ c,
g−1(a), a ∈ x− c.

Můžeme tedy prohlásit, že x ≈ y.

5.2 Definice přirozených č́ısel a množiny ω

Zermelo chtěl přirozená č́ısla definovat jako 0 := ∅ a n := {n− 1}. Russel a Frege
zase jako n := {x |x má n prvk̊u}, to jsou ale vlastńı tř́ıdy. Dnes se použ́ıvá definice,
kterou navrhl Von Neumann:

0 := ∅, 1 := {0}, 2 := {0, 1}, . . . , n+ 1 := {0, 1, . . . , n} = n ∪ {n}.

Definice 5.8. Funkci následńıka S : V → V je definovaná jako v 7→ v ∪ {v}. Pro
větš́ı pohodlnost zápisu budeme namı́sto S(v) občas psát v + 1.

Definice 5.9. Množina w je induktivńı pokud 0 ∈ w a pro všechna n ∈ w také
n+ 1 ∈ w.

Axiom 5.10 (Axiom nekonečna). Existuje nějaká induktivńı množina.

Definice 5.11. Množina všech přirozených č́ısel je ω :=
⋂
{w |w je induktivńı}.

Lemma 5.12. ω je nejmenš́ı induktivńı množina (vzhledem k inkluzi).

D̊ukaz. Pokud je w induktivńı, tak 0 ∈ w, takže 0 ∈ ω. Pokud n ∈ ω, tak pro všechny
induktivńı množiny w také n ∈ w, tedy i n+ 1 ∈ w a tud́ıž n+ 1 ∈ ω.

Tvrzeńı 5.13. ω ≈ ω × ω.

24



D̊ukaz. Využijeme Větu 5.5 a definujeme prostá zobrazeńı

f : ω → ω × ω g : ω × ω → ω

n 7→ (n, 0), (a, b) 7→ 2a · 3b.

Zobrazeńı g je prosté ze základńı věty aritmetiky.

Úloha 5.14. Ukažte, že ω ≈ Q, kde Q znač́ı množinu všech racionálńıch č́ısel.

Nápověda. Zlomky jsou vlastně uspořádané trojice Q ⊆ ω × ω × 2. Např́ıklad −3/4
odpov́ıdá trojici (3,4,1) nebo 4/8 trojici (4,8,0).

Princip indukce pro přirozená č́ısla

Věta 5.15. Pokud je podmnožina X ⊆ ω induktivńı, potom X = ω.

D̊ukaz. Z definice ω plat́ı ω ⊆ X, tedy máme inkluzi v obou směrech.

Známé využit́ı tohoto principu je následuj́ıćı. Řekněme, že chceme dokázat že
všechna přirozená č́ısla n ∈ ω maj́ı nějakou vlastnost φ(n). Pak dokážeme

φ(0) ∧ (∀n ∈ ω)
(
φ(n)⇒ φ(n+ 1)

)
,

a podle principu indukce X := {n ∈ ω |φ(n)} = ω.

Úloha 5.16. Dokažte z Tvrzeńı 5.13 indukćı, že ω ≈ ωn pro každé 0 ̸= n ∈ ω.

5.3 Konečné množiny

Chtěli bychom nějak vyjádřit, co to znamená, že daná množina je konečná. Asi
nejpřirozeněǰśı je ř́ıct, že množina x je konečná, pokud existuje nějaké přirozené
č́ıslo n takové, že x ≈ n. My to uděláme trochu oklikou a zavedeme poněkud méně
intuitivńı definici, která se ale ukáže být šikovná v d̊ukazech. Posléze ukážeme, že
tyto dvě definice jsou ve skutečnosti ekvivalentńı.

5.3.1 Definice konečnosti

Definice 5.17 (Tarski). Množina x je konečná, pokud každá neprázdná a ⊆ P(x)
má maximálńı prvek v̊uči inkluzi. Pokud je x konečná, tak ṕı̌seme Fin(x).

Tohle by pro konečné množiny mělo intuitivně platit. Vyberu nějaký prvek. Pokud
je maximálńı, vyhrál jsem. Pokud neńı, existuje větš́ı prvek, vyberu jej a opakuji.
Ale třeba pro množinu všech přirozených č́ısel ω to už neplat́ı. Když označ́ıme
[n] := {1, 2, . . . , n}, tak množina {[n] |n ∈ ω} ⊆ P(ω) nemá maximálńı prvek. Tento
argument zformalizujeme později.

Pozorováńı 5.18. Množina x je konečná ⇐⇒ každá neprázdná a ⊆ P(x) má
minimálńı prvek v̊uči inkluzi.

D̊ukaz. Definujeme d : P(x)→ P(x), u 7→ x\u. Potom u ⊆ v ⇔ d(u) ⊇ d(v). Kĺıčová
úvaha: v je maximum množiny a ⊆ P(x) právě tehdy, když d(v) je minimum množiny
d[a] = {d(u) |u ∈ a}.

Ověř́ıme, že konečné množiny jsou menš́ı než ty nekonečné.

Lemma 5.19. Je-li x konečná a y nekonečná, potom x ≺ y.
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D̊ukaz. Pro spor necht’ y ⪯ x, tedy existuje prosté zobrazeńı f : y → x. Jelikož y je
nekonečná, tak existuje ∅ ̸= u ⊆ P(y), která nemá maximálńı prvek v̊uči inkluzi.
Definujme zobrazeńı g : P(y) → P(x) jako g : a 7→ f [a]. Nyńı množinu u ⊆ P(y)
zobraźıme na množinu g[u] ⊆ P(x). Protože je x konečná, tak g[u] má maximálńı
prvek v̊uči inkluzi, označme jej m. Zobrazme nyńı m pomoćı g−1 zpátky do u, č́ımž
źıskáme n0 := g−1(m) ∈ u. Jelikož u nemá maximálńı prvek v̊uči inkluzi, tak existuje
n1 ∈ u takové, že n0 ⊂ n1. Jelikož je f prostá, tak jsou g a g−1 také prosté, a proto
m = g(n0) ⊂ g(n1), což je spor s maximalitou m.

Dedekindova definice konečnosti Uvedeme ještě jednu poměrně přirozenou
definici konečnosti.

Definice 5.20. Množina x je dedekindovsky konečná, pokud y ≺ x pro všechny
vlastńı podmnožiny y ⊂ x. Množiny bez této vlastnosti jsou dedekindovsky nekonečné.

Lemma 5.21. Je-li x konečná, potom je i dedekindovsky konečná.

Důsledek 5.22. Je-li x dedekindovsky nekonečná, potom je nekonečná.

D̊ukaz. Pro spor necht’ pro nějaké y ⊂ x plat́ı y ≈ x a definujeme množinu všech
takových zlobivých y jako

A := {y ⊂ x | y ≈ x}.

Protože A ≠ ∅ a A ⊆ P(x), tak z konečnosti x existuje c, minimálńı prvek A v̊uči
inkluzi. Protože x ≈ c, tak existuje bijekce f : x → c. Označme d := f [c]. Protože
c ⊂ x, tak f [c] ⊂ f [x], tedy d ⊂ c. Jenže f ↾ c je bijekce mezi c a d, tedy c ≈ d, z
čehož d ≈ x, tedy d ∈ A. To je spor s minimalitou c.

Poznámka. Opačná implikace v ZF dokázat nelze, potřebujeme alespoň nějakou slabou
variantu axiomu výběru. V ZF dokonce mohou existovat dedekindovsky konečné
množiny x, pro které je P(x) dedekindovsky nekonečná.

Tvrzeńı 5.23. ω je dedekindovsky nekonečná, a tedy nekonečná.

D̊ukaz. Muśıme naj́ıt nějakou množinu w ⊂ ω takovou, že w ≈ ω. Vezměme množinu
w := ω \ {0}. Naš́ı bijekćı je funkce následńıka S : ω → w, n 7→ n+ 1.

Daľśı definice konečnosti Přestože Dedekindova definice konečnosti neńı ekviva-
lentńı Tarskiho definici, existuje spousta jiných tvrzeńı, které j́ı ekvivalentńı jsou:

Fakt 5.24. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(1) Množina x je konečná (podle Tarskiho).

(2) Existuje nějaké n ∈ ω takové, že x ≈ n.

(3) Existuje lineárńı uspořádáńı ‘≤’ na x, které je dobré, a ‘≥’ je také dobré.

(4) Existuje nějaké lineárńı uspořádáńı na x, a nav́ıc každá dvě lineárńı uspořádáńı
na x jsou izomorfńı.

(5) P(P(x)) je dedekindovsky konečná.
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5.3.2 Vlastnosti konečných uspořádáńı

Lemma 5.25. Je-li x konečná množina uspořádaná relaćı ≤, potom má každá
neprázdná y ⊆ x minimálńı i maximálńı prvek v̊uči ≤.

D̊ukaz. Maximalitu v̊uči ≤ převedeme na maximalitu v̊uči ⊆. Máme (x, ≤) a ∅ ≠
y ⊆ x. Pro každé a ∈ y uvažme (← , a] ⊆ x. Označme u := {(← , a] | a ∈ y} ⊆ P(x).
Jelikož u ̸= ∅ a x je konečná, tak u má minimálńı i maximálńı prvek v̊uči inkluzi.
Všimněme si, že pokud je (← ,m] maximálńı v u vzhledem k ⊆, tak m je maximálńı
v y vzhledem k ≤. Obdobně pro minimum.

Důsledek 5.26. Každé lineárńı uspořádáńı na konečné množině je dobré.

D̊ukaz. Jelikož v lineárńım uspořádáńı je minimálńı prvek automaticky i nejmenš́ı.

Věta 5.27. Každá dvě lineárńı uspořádáńı na konečné množině jsou izomorfńı.

D̊ukaz. Necht’ R,S jsou lineárńı uspořádáńı na konečné množině x. Protože x je
konečná, tak d́ıky předchoźımu d̊usledku to jsou dokonce dobrá uspořádáńı. Máme
tedy dvě dobře uspořádané množiny, (x, ≤R) a (x, ≤S). Podle Věty 4.47 je množina
(x, ≤R) izomorfńı s nějakou dolńı podmnožinou (y, ≤S) ⊆ (x, ≤S). Mohlo by to být
i naopak, ale BÚNO uvažme tuto variantu. Chceme ukázat, že y = x. Pro spor necht’

y ⊂ x. Jelikož se jedná o izomorfismus, tedy speciálně bijekci, tak y ≈ x. Což ale
znamená, že x neńı dedekindovsky konečná, a to je spor s Lemma 5.21.

5.3.3 Princip indukce pro konečné množiny

Definice 5.28. Definujeme tř́ıdu všech konečných množin Fin := {x | Fin(x)}

Věta 5.29 (Princip indukce pro konečné množiny). Je-li X tř́ıda, pro kterou plat́ı

(i) ∅ ∈ X,

(ii) x ∈ X ⇒ (∀y)(x ∪ {y} ∈ X),

potom Fin ⊆ X.

D̊ukaz. Pro spor necht’ existuje nějaká množina x ∈ Fin \X. Definujme

w := {v ⊆ x | v ∈ X}.

Podle (i) je ∅ ∈ w, takže ∅ ≠ w ⊆ P(x). Protože je x konečná, tak w má maximálńı
prvek v̊uči inkluzi, označme jej v0. Tedy v0 ⊆ x, ale v0 ̸= x, protože v0 ∈ X. To
znamená, že existuje nějaký prvek y ∈ x \ v0. Položme v1 := v0 ∪ {y}. Podle (ii) plat́ı
v1 ∈ w, což je spor s maximalitou v0.

Fakt 5.30. Tvrzeńı že relace porovnáváńı velikost́ı množin ⪯ je trichotomická na V,
je ekvivalentńı axiomu výběru, čili jej v ZF nelze dokázat.

Ukážeme, že pro konečné množiny to jde:

Lemma 5.31. Každá konečná množina je srovnatelná se všemi množinami.

Fin(x) =⇒ (∀y)(x ⪯ y ∨ y ⪯ x).

D̊ukaz. Pomoćı principu indukce. Ukážeme, že X := {x | (∀y)(x ⪯ y∨y ⪯ x)} splňuje
obě dvě podmı́nky, z čehož Fin ⊆ X a plat́ı to pro všechny konečné množiny.
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(i) ∅ ∈ X protože (∀y) : ∅ ⊆ y, takže ∅ ⪯ y.

(ii) Necht’ x ∈ X, u je libovolná množina a z = x ∪ {u}. Chceme ukázat, že z ∈ X.
BÚNO u /∈ x. Necht’ y je libovolná množina. Podle předpokladu je x ⪯ y nebo
y ⪯ x. Mohou nastat dvě možnosti:

(a) y ⪯ x, pak y ⪯ x ∪ {u}.
(b) x ≺ y, ukážeme x ∪ {u} ⪯ y. Necht’ f : x→ y je prosté zobrazeńı x do y.

Jelikož x ≺ y, tak existuje v ∈ y \ f [x]. Definujme g : x ∪ {u} → y jako
g := f ∪ (u, v). g je prosté zobrazeńı x ∪ {u} do y, tedy x ∪ {u} ⪯ y.

Úloha 5.32. Dokažte indukćı, že pokud x je konečná a f : x→ y, potom Rng(f) ⪯ x.

Úloha 5.33. Dokažte indukćı, že každou konečnou množinu lze dobře uspořádat.

5.3.4 Operace zachovávaj́ıćı konečnost

Lemma 5.34. Plat́ı

(a) Fin(x) ∧ y ⊆ x =⇒ Fin(y),

(b) Fin(x) ∧ y ≈ x =⇒ Fin(y),

(c) Fin(x) ∧ y ⪯ x =⇒ Fin(y).

D̊ukaz. Všechno to jsou snadná pozorováńı:

(a) Ukážeme, že libovolná ∅ ̸= w ⊆ P(y) má maximálńı prvek. To je jednoduché,
protože w ⊆ P(y) ⊆ P(x), tud́ıž w ⊆ P(x) a x je konečná.

(b) Zřejmě P(x) ≈ P(y), dokonce jsou izomorfńı vzhledem k ⊆. Vynecháme detaily.

(c) Plyne z předchoźıch dvou. Vezmeme nějakou z ⊆ x takovou, že z ≈ y.

Lemma 5.35. Fin(x) ∧ Fin(y) =⇒ Fin(x ∪ y)

D̊ukaz. Necht’ ∅ ≠ w ⊆ P(x ∪ y), nalezneme maximálńı prvek. Idea je taková,
že se zvlášt’ pod́ıváme na x-ové a y-ové prvky množin ve w, najdeme maxima a
zkombinujeme je. Definujme zobrazeńı

fx : w → P(x) fy : w → P(y)
u 7→ u ∩ x, u 7→ u ∩ y.

Potom označme
wx := {fx(u) |u ∈ w}.

Zřejmě ∅ ≠ wx ⊆ P(x), takže má maximálńı prvek v̊uči inkluzi, označme jej vx.
Nyńı položme

wy := {fy(u) |u ∈ w ∧ fx(u) = vx}.

Opět ∅ ≠ wy ⊆ P(y), takže má maximálńı prvek vy. Všimněme si, že vx ∪ vy je
hledaný maximálńı prvek množiny w. Kdyby ne, tak by to byl spor s maximalitou
vx nebo vy.

Tvrzeńı 5.36. Sjednoceńı konečně mnoha konečných množin je konečná množina.

Fin(x) ∧ (∀a ∈ x) Fin(a) =⇒ Fin
(⋃

x
)
.
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D̊ukaz. Pomoćı principu indukce. Položme X = {x |x ⊆ Fin⇒ Fin
(⋃

x
)
}.

(i) ∅ ∈ X, protože
⋃
∅ = ∅ a Fin(∅).

(ii) Necht’ x ∈ X, y je libovolná množina, ukážeme x ∪ {y} ∈ X. Pokud y je
nekonečná, tak x ∪ {y} ̸⊆ Fin. Jinak suma množiny x ∪ {y} je⋃

(x ∪ {y}) = y ∪
⋃
x,

tedy sjednoceńı dvou konečných množin, což je konečná množina.

Důsledek 5.37 (Dirichlet̊uv princip pro nekonečné množiny). Je-li nekonečná
množina sjednoceńım konečně mnoha množin, pak alespoň jedna z nich je nekonečná.

Lemma 5.38. Fin(x) =⇒ Fin(P(x)).

D̊ukaz. Pomoćı principu indukce. Položme X := {x | Fin(P(x))}.

(i) ∅ ∈ X, protože P(∅) = {∅} je konečná množina.

(ii) Necht’ x ∈ X a y je libovolná množina, ukážeme x ∪ {y} ∈ X. BÚNO y /∈ x.
Rozděĺıme P(x ∪ {y}) na dvě části: P(x) a z := P(x ∪ {y}) \ P(x). Všimněme
si, že P(x) ≈ z bijekćı f : P(x) → z, u 7→ u ∪ {y}. Z předpokladu je P(x)
konečná, tedy z konečná také a sjednoceńı konečných množin je konečné, tedy
P(x) ∪ z = P(x ∪ {y}) je konečná množina.

Důsledek 5.39. Fin(x) ∧ Fin(y) =⇒ Fin(x× y)

D̊ukaz. x× y ⊆ P(P(x ∪ y)), jak jsme již ukázali v d̊ukazu Lemma 4.15.

Úloha 5.40. Ukažte pomoćı principu indukce, že kartézský součin konečně mnoha
konečných množin je konečný.

5.3.5 Definice konečnosti pomoćı přirozených č́ısel

Vzpomeňme si, že přirozená č́ısla jsme definovali jako

0 := ∅, 1 := {0}, 2 := {0, 1}, . . . , n+ 1 := {0, 1, . . . , n} = n ∪ {n}.

Lemma 5.41. Každé přirozené č́ıslo je konečná množina. Neboli n ∈ ω ⇒ Fin(n).

D̊ukaz. Indukćı podle n. Zjevně Fin(0). Nyńı necht’ pro n ∈ ω plat́ı Fin(n). Protože
sjednoceńı dvou konečných množin je konečné, máme Fin(n ∪ {n})

Věta 5.42. Množina x je konečná ⇐⇒ x ≈ n pro nějaké n ∈ ω.

D̊ukaz. Směr ‘⇐’ z předchoźıho lemma. Opačný směr principem indukce pro konečné
množiny. Definujeme množinu

X := {x | (∃n ∈ ω)(x ≈ n)}.

Splńıme předpoklady principu indukce, z čehož poplyne Fin(x)⇒ x ∈ X.

(i) ∅ ∈ X, protože ∅ ≈ 0.

(ii) Necht’ x ∈ X a y je množina. Chceme ukázat x ∪ {y} ∈ X. Máme x ≈ n
pro nějaké n ∈ ω. BÚNO necht’ y /∈ x (jinak x ∪ {y} = x ≈ n). Tvrd́ıme, že
x∪{y} ≈ n+1. Bijekci f : x→ n rozš́ı̌ŕıme o prvek (y, n), č́ımž źıskáme bijekci
g : x ∪ {y} → n+ 1. Tedy x ∪ {y} ≈ n+ 1 a x ∪ {y} ∈ X.
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5.4 Uspořádáńı přirozených č́ısel relaćı náležeńı

Lemma 5.43 (O vlastnostech přirozených č́ısel). Pro libovolná n,m ∈ ω plat́ı

(a) n ∈ ω ⇒ n ⊆ ω,

(b) m ∈ n⇒ m ⊆ n,

(c) n /∈ n.

D̊ukaz. Tohle je intuitivně zřejmé, ale my to dokážeme formálně indukćı podle n.

(a) Pro nulu to plat́ı, protože 0 ⊆ ω. Potom pro n ∈ ω už máme n ⊆ ω. Protože
n ∈ ω, tak {n} ⊆ ω a i n ∪ {n} ⊆ ω

(b) Pro nulu to zjevně plat́ı. Nyńı necht’ to plat́ı pro n. Chceme ukázat, že pokud
m ∈ S(n), potom m ⊆ S(n). Jelikož m ∈ S(n) = n ∪ {n}, tak bud’ m ∈ n a z
indukčńıho předpokladu m ⊆ n ⊆ S(n), nebo m = n ⊆ S(n).

(c) Pro nulu to plat́ı. Nyńı necht’ n ∈ ω a n /∈ n. Pro spor předpokládejme, že
S(n) ∈ S(n) = n∪{n}. Potom bud’ S(n) ∈ n nebo S(n) = n. V obou př́ıpadech
dostáváme inkluzi S(n) ⊆ n. Jenomže S(n) = n ∪ {n}, takže n ∈ n což je spor
s indukčńım předpokladem.

V Tvrzeńı 5.23 jsme dokázali, že ω je dedekindovsky nekonečná a tud́ıž nekonečná.
Ted’ to uděláme př́ımo z definice konečnosti.

Tvrzeńı 5.44. ω je nekonečná.

D̊ukaz. Muśıme naj́ıt nějakou neprázdnou podmnožinu P(ω), která nemá maximálńı
prvek. Ukáže se, že to je samotná ω. Podle Lemma 5.43 pro každé n ∈ ω plat́ı n ⊆ ω,
tedy n ∈ P(ω), proto ω ⊆ P(ω). Zjevně ω ≠ ∅. Ukážeme, že nemá maximálńı prvek
v̊uči inkluzi. Když n ∈ ω, tak n ⊂ n ∪ {n} ∈ ω, tedy n neńı maximálńı.

Lemma 5.45. Pro libovolná n,m ∈ ω plat́ı

m ∈ n ⇐⇒ m ⊂ n

D̊ukaz. Směr ‘⇒’ plyne z m ⊆ n a n /∈ n. Směr ‘⇐’ indukćı podle n. Pro n = 0
nelze splnit předpoklad m ⊂ 0, takže to plat́ı. Nyńı necht’ to plat́ı pro nějaké n ∈ ω.
Předpokládáme, že m ⊂ S(n), budeme cht́ıt ukázat, že m ∈ S(n).

Ukážeme m ⊆ n, tedy bud’ m ⊂ n a podle indukčńıho předpokladu m ∈ n, nebo
m = n, každopádně m ∈ n ∪ {n} = S(n).

Pro spor necht’ m ⊂ S(n) = n ∪ {n}, ale m ̸⊆ n. Potom muśı být n ∈ m, tud́ıž
podle Lemma 5.43 n ⊆ m, takže n ∪ {n} = S(n) ⊆ m, což je spor s m ⊂ S(n).

Lemma 5.46. Relace ∈ je lineárńı ostré uspořádáńı na ω. Neboli pro všechna
k, n,m ∈ ω plat́ı

(i) n /∈ n, . . . antireflexibilita

(ii) m ∈ n ∧ n ∈ k ⇒ m ∈ k, . . . tranzitivita

(iii) m ∈ n ∨m = n ∨ n ∈ m. . . . trichotomie
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D̊ukaz. (i) Jak jsme dokázali v Lemma 5.43.
(ii) Podle předchoźıho lemma lze relaci ∈ zaměnit za ⊂, což je tranzitivńı.
(iii) Pro pevně zvolené n to dokážeme indukćı podle m. Definujme množinu

X(n) := {m ∈ ω |m ∈ n ∨m = n ∨ n ∈ m}.

Dokážeme, že X(n) je induktivńı a tedy X(n) = ω. Nejprve uvažme n = 0. Určitě
0 ∈ X(0), protože 0 = 0. Indukčńı krok: je-li m ∈ X(0), tak bud’ m = 0 nebo 0 ∈ m.
Každopádně 0 ∈ m ∪ {m} = S(m) a tedy S(m) ∈ X(0). Z toho také vyplývá, že pro
každé n ∈ ω je 0 ∈ X(n). Nyńı zvolme n ̸= 0 a m ∈ X(n).

(a) Pokud m ∈ n, tak podle předchoźıho lemma m ⊂ n. Také {m} ⊆ n, tedy
S(m) ⊆ n. Pokud S(m) = n tak jsme hotov́ı. Pokud S(m) ⊂ n, tak podle
předchoźıho lemma S(m) ∈ n.

(b) Jinak m = n nebo n ∈ m, každopádně n ∈ m ∪ {m} = S(m).

V obou př́ıpadech S(m) ∈ X(n), tud́ıž X(n) = ω.

Věta 5.47. ω je dobře ostře uspořádaná relaćı ∈.

D̊ukaz. Necht’ ∅ ≠ a ⊆ ω. Jelikož ∈ je lineárńı na ω, tak nám stač́ı naj́ıt minimálńı
prvek a (bude automaticky i nejmenš́ı). Zvolme nějaké n ∈ a. Pokud je minimálńı,
tak jsme vyhráli. Jinak necht’ b := n ∩ a. Protože n je konečná, tak b je konečná (a
neprázdná). Podle Lemma 5.25 má b minimálńı prvek, označme jej m. Tvrd́ıme, že
m je minimálńı i v a. Kdyby existovalo nějaké x ∈ a takové, že x ∈ m (je menš́ı než
m), tak dojdeme ke sporu. Jelikož x ∈ m ∈ n, tak x ∈ n a máme x ∈ b. Ale m je
minimálńı v b.

Úmluva 5.48. Od ted’ budeme dobře (ostře) uspořádanou množinu (ω, ∈) psát jako
(ω, <) a pro přirozená č́ısla budeme psát n < m namı́sto n ∈ m.

Daľśı věta nám umožńı poznat, kdy je něco uspořádané stejně jako ω.

Věta 5.49 (O charakterizaci uspořádáńı ω). Necht’ (A, <R) je lineárně uspořádaná
nekonečná množina splňuj́ıćı pro každé a ∈ A, že (← , a] je konečná. Potom je ‘<R’
dobré uspořádáńı a nav́ıc jsou uspořádané množiny (A, <R) a (ω, <) izomorfńı.

D̊ukaz. Prvńı část je téměř stejná jako d̊ukaz posledńı věty. Necht’ ∅ ≠ c ⊆ A a
a ∈ c. Pokud a neńı minimálńı (nejmenš́ı), tak označme b := c ∩ (← , a]. Plat́ı a ∈ b,
takže ∅ ≠ b ⊆ (← , a]. Podle předpokladu je b konečná, takže má minimálńı prvek m.
Chceme ukázat, že m je minimálńı i v c. Pro spor necht’ existuje nějaké x ∈ c takové,
že x <R m. Ukážeme, že x ∈ b, což bude spor. Protože x <R m <R a, tak x ∈ (← , a]
a nav́ıc x ∈ c, takže x ∈ b.

Zbývá ukázat, že (A, <R) a (ω, <) jsou izomorfńı. Podle Věty 4.47 nastane jedna
ze dvou možnost́ı:

(a) A je izomorfńı s nějakou dolńı podmnožinou B ⊆ ω. Tvrd́ıme, že B neńı shora
omezená. Kdyby byla, tak by existovalo nějaké n ∈ ω takové, že b < n pro
všechny b ∈ B. Čili B ⊆ n, jelikož b < n znamená b ∈ n, takže B by byla
konečná, což je spor s A ≈ B, protože A je nekonečná. Jelikož B neńı shora
omezená, tak každé n ∈ ω je menš́ı než nějaký prvek B a tedy n ∈ B, protože
B je dolńı podmnožina. Tud́ıž B = ω.

(b) ω je izomorfńı s nějakou dolńı podmnožinou C ⊆ A. Opět C neńı omezená,
stejným argumentem. A opět C = A, protože C je dolńı podmnožina.

31



5.5 Spočetné a nespočetné množiny

Klasifikujeme množiny podle jejich vztahu k přirozeným č́ısl̊um. Připomeňme, že
množina x je konečná, pokud x ≈ n pro nějaké n ∈ ω.

Definice 5.50 (Spočetnost). Množina x je

• spočetná, pokud x ≈ ω,

• nejvýše spočetná, pokud je spočetná nebo konečná,

• nespočetná, pokud neńı nejvýše spočetná.

Poznámka. Pojmem
”
spočetná množina“ se často mysĺı

”
nejvýše spočetná.“ Pokud

to chceme rozlǐsit, tak můžeme použ́ıt termı́n
”
spočetně nekonečná.“ Ale v tomto

textu budeme použ́ıvat terminologii zavedenou výše.

Tvrzeńı 5.51. Pro množinu všech přirozených č́ısel plat́ı, že

(i) každá shora omezená podmnožina A ⊆ ω je konečná,

(ii) každá shora neomezená podmnožina A ⊆ ω je spočetná.

D̊ukaz.

(i) Pokud je A shora omezená č́ıslem n ∈ ω, pak A ⊆ S(n), tedy A je konečná.

(ii) Je-li A ⊆ ω konečná, tak má podle Lemma 5.25 maximálńı (největš́ı) prvek,
tedy je omezená. Obměnou: je-li A neomezená, pak je nekonečná. Potřebujeme
ale spočetnost. Jelikož je A nekonečná, lineárně uspořádaná relaćı < a pro
každé n je (← , n] ⊆ S(n) konečná, tak uspořádané množiny (A, <) a (ω, <)
jsou izomorfńı podle Věty 5.49. Speciálně A ≈ ω.

Důsledek 5.52. Množina x je nejvýše spočetná ⇐⇒ x ⪯ ω.

Důsledek 5.53. Každá podmnožina spočetné množiny je nejvýše spočetná.

D̊ukaz. Necht’ je A spočetná, f : A → ω bijekce, a B ⊆ A podmnožina. Potom
B ≈ f [B] ⊆ ω, tedy B ⪯ ω.

5.5.1 Operace zachovávaj́ıćı spočetnost

Definice 5.54. Definujeme lexikografické (ostré) uspořádáńı <L na ω × ω jako

(m1, n1) <L (m2, n2) ⇐⇒

{
m1 < m2, nebo

m1 = m2 ∧ n1 < n2.

Intuice. Lexikografické uspořádáńı je dobré na ω× ω. Prvky jsou vlastně uspořádané
do mř́ıžky, sloupečky jsou nekonečné stoupaj́ıćı řetězce a n-tý sloupeček je menš́ı než
(n+ 1)-ńı sloupeček.

Př́ıklad. Plat́ı, že (ω × 2, <L), tedy nekonečně sloupečk̊u výšky dva, je izomorfńı
s (ω, <). Ale (2 × ω, <L), tedy dva nekonečné sloupečky, neńı izomorfńı s (ω, <),
přestože je dobře uspořádaná. Tohle lze snadno ověřit pomoćı Věty 5.49.

Definice 5.55. Definujeme maximo-lexikografické (ostré) uspořádáńı ⊏ na ω × ω
jako

(m1, n1) ⊏ (m2, n2) ⇐⇒

{
max{m1,n1} < max{m2,n2}, nebo
max{m1,n1} = max{m2,n2} ∧ (m1, n1) <L (m2, n2).
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Intuice. Procháźıme jakoby čtverce nebo pravé úhly v nějaké vzdálenosti od počátku,
a věci ve stejné vzdálenosti procháźıme lexikograficky. Tohle je možná dobré si
namalovat na kus paṕıru.

Úloha 5.56. Ověřte pomoćı Věty 5.49, že (ω × ω, ⊏) je izomorfńı s (ω, <).

Důsledek 5.57. ω × ω ≈ ω.

Poznámka. Tohle jsme dokázali již dř́ıve pomoćı základńı věty aritmetiky, ale ted’

to umı́me i bez ńı. Př́ıstup s uspořádáńım ⊏ je nav́ıc mnohem obecněǰśı, protože v
jeho definici můžeme nahradit ω za jakoukoliv jinou dobře uspořádanou množinu
(w, <). Pak lze ukázat (ale my na to zat́ım nemáme nástroje), že uspořádané množiny
(w × w, ⊏) a (w, <) jsou izomorfńı, a tud́ıž w × w ≈ w.

Důsledek 5.58. Množiny Z a Q jsou spočetné. V sekci 5.2 jsme to dokázali pomoćı
aritmetiky, ovšem ted’ to umı́me i bez ńı.

Ukážeme, že podobně jako konečné sjednoceńı nebo konečný součin konečných
množin je konečný, vyrobit ze spočetných množin nespočetnou množinu neńı jen tak.

Věta 5.59. Jsou-li A,B spočetné množiny, pak A ∪B a A×B jsou také spočetné.

D̊ukaz. Necht’ f : A→ ω a g : B → ω jsou bijekce. Definujeme zobrazeńı h : A∪B →
ω × 2 jako

h(x) :=

{
(f(x), 0), pro x ∈ A,
(g(x), 1), jinak.

Zobrazeńı h je prosté, takže A ∪ B ⪯ ω × 2 ≈ ω. Nav́ıc ω ≈ A ⊆ A ∪ B, takže
ω ⪯ A ∪B. Podle Cantor–Bernsteinovy věty plat́ı A ∪B ≈ ω.

Nyńı pro A × B. Definujeme j : A × B → ω × ω jako j : (a, b) 7→ (f(a), g(b)).
Všimněme si, že j je bijekce, tedy A×B ≈ ω × ω ≈ ω.

Důsledek 5.60. Konečná sjednoceńı a konečné kartézské součiny spočetných množin
jsou spočetné.

D̊ukaz. Indukćı; můžeme použ́ıt jak princip indukce pro konečné množiny, tak princip
indukce pro přirozená č́ısla (d́ıky Větě 5.42).

Důsledek 5.61 (Dirichlet̊uv princip pro nespočetné množiny). Je-li nespočetná
množina sjednoceńım konečně mnoha množin, tak alespoň jedna z nich je nespočetná.

Věta 5.62. Je-li A spočetná množina, potom

(a) množina [A]<ω všech konečných podmnožin množiny A je spočetná,

(b) množina A<ω všech konečných posloupnost́ı prvk̊u množiny A je spočetná.

D̊ukaz. Jelikož A je spočetná, tak můžeme předpokládat, že A = ω. Mohli bychom
definovat nějaké vhodné uspořádáńı na [ω]<ω a ověřit že splňuje podmı́nky Věty 5.49,
a z toho [ω]<ω ≈ ω. Potom si můžeme uvědomit že konečné posloupnosti přirozených
č́ısel jsou vlastně prvky [ω × ω]<ω, a jelikož ω × ω = ω, tak ω<ω ≈ ω.

Tento př́ıstup je popsaný v Př́ıkladu 6.28 v prvńı kapitole Balcar–Štěpánka [1],
ale jednodušš́ı (přestože koncepčně méně čisté) je kódováńı pomoćı prvoč́ısel. Zjevně
ω ⪯ [ω]<ω ⪯ ω<ω. Definujeme prosté zobrazeńı f : ω<ω → ω. Jelikož prvoč́ısel
je nekonečně mnoho, existuje bijektivńı zobrazeńı π které je enumeruje; tedy π(n)
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je n-té nejmenš́ı prvoč́ıslo, kde indexujeme od nuly. Konečnou posloupnost x̄ =
(x0, x1, . . . , xn−1) ∈ ω<ω pak můžeme zakódovat jako součin

f(x̄) :=
∏
i<n

π(i)xi .

Toto zobrazeńı je prosté ze základńı věty aritmetiky.

Poznámka. Obecněji se pomoćı axiomu výběru dá dokázat, že [A]<ω ≈ A<ω ≈ A pro
jakoukoliv nekonečnou množinu A.

Zdá se, že na to, abychom ze spočetné množiny vyrobili nespočetnou, bude
potřeba nějaká nekonečná operace. Co kdybychom udělali sjednoceńı nebo součin
spočetně mnoha spočetných množin? Tyto pojmy si formálně definujeme až v kapitole
o axiomu výběru, zat́ım je můžeme vńımat intuitivně. Ukážeme, že součin bude
nespočetný, nehledě na platnost axiomu výběru. Spočetnost sjednoceńı nelze v ZF
rozhodnout, ale ukážeme, že v ZFC bude sjednoceńı spočetné.

5.5.2 Cantorova věta

Věta 5.63 (Cantor). Pro každou množinu x plat́ı x ≺ P(x).

Cantor tuto větu dokázal svoj́ı slavnou diagonalizačńı metodou. Než ji dokážeme,
tak tuto metodu demonstrujeme na př́ıpadu ω ≺ P(ω).

Tvrzeńı 5.64. ω ≺ P(ω).

D̊ukaz. Zjevně ω ⪯ P(ω), pomoćı prostého zobrazeńı ω → P(ω) definovaného jako
n 7→ {n}. Nav́ıc si vzpomeňme, že jsme v Lemma 5.4 pomoćı charakteristických
funkćı podmnožin A ⊆ ω ukázali, že P(ω) ≈ ω2. Pro spor tedy můžeme předpokládat,
že existuje bijekce f : ω → ω2, která každé nekonečné posloupnosti nul a jedniček
přǐrad́ı jednoznačné přirozené č́ıslo.

Označme jako πn := f(n) posloupnost, která dostala č́ıslo n. Ukážeme, že nějaká
posloupnost σ : ω → 2 muśı chybět (nedostala žádné č́ıslo). Jej́ı n-tý člen σ(n)
definujeme jako 1− πn(n). Tedy pokud πn měla na n-té pozici jedničku, tak jsme do
σ napsali nulu, a naopak. Jelikož se σ lǐśı od každé z posloupnost́ı πn, konkrétně na
n-té pozici, tak j́ı nemohlo být přǐrazeno žádné č́ıslo, a f tud́ıž neńı bijekce. Spor.

Důsledek 5.65. Množina P(ω) je nespočetná.

Nyńı dokážeme Cantorovu větu. Přestože se d̊ukaz může zdát jiný než d̊ukaz
předchoźıho tvrzeńı, všimněme si, že využ́ıvá naprosto stejnou myšlenku.

D̊ukaz Věty 5.63. Zjevně x ⪯ P(x), pomoćı prostého zobrazeńı x → P(x) defino-
vaného jako a 7→ {a}. Pro spor předpokládejme, že existuje bijekce f : x → P(x).
Definujme množinu T := {a ∈ x | a /∈ f(a)}. Nyńı pro každé a ∈ x nastane jedna ze
dvou situaćı:

a ∈ T =⇒ a /∈ f(a) =⇒ T ̸= f(a),

a /∈ T =⇒ a ∈ f(a) =⇒ T ̸= f(a).

V každém př́ıpadě T ≠ f(a), takže T nemá vzor, což je spor s t́ım, že f je bijekce.

Důsledek 5.66. Univerzálńı tř́ıda V je vlastńı tř́ıdou.

D̊ukaz. Kdyby byla množinou, tak V ≺ P(V). Ale určitě P(V) ⪯ V, což je spor.

34



Důsledek 5.67. Pro každé n ≥ 1 je tř́ıda všech n-prvkových množin vlastńı tř́ıdou.

D̊ukaz. Kdyby byla množinou, tak z axiomu sumy by byla jej́ı suma také množina.
Ale jej́ı suma je V.

Úloha 5.68. Řekneme, že funkce f : ω → ω nakonec dominuje funkci g : ω → ω,
pokud existuje nějaké n0 ∈ ω takové, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı f(n) > g(n).
Dokažte diagonalizačńı metodou, že pro každou rodinu funkćı {gn : ω → ω |n ∈ ω}
existuje nějaká funkce f : ω → ω, která je všechny nakonec dominuje.

5.5.3 Kardinalita kontinua

Kardinalitou kontinua mysĺıme mohutnost množiny reálných č́ısel. Tento název
se ujal, protože standardńı uspořádáńı reálných č́ısel je úplné (nemá žádné

”
d́ıry“).

Dedekindovy řezy Než začneme něco dokazovat, tak předvedeme jednu z možných
konstrukćı reálných č́ısel, konkrétně pomoćı takzvaných dedekindových řez̊u.

Definice 5.69. Množina X ⊆ Q je dedekind̊uv řez, pokud

(i) X je dolńı podmnožina Q,

(ii) existuje-li supQ(X), potom supQ(X) ∈ X.

Takže třeba Q ∩ (−∞, 1) neńı dedekind̊uv řez, ale Q ∩ (−∞, 1] ano. Jinak by
to nebylo jednoznačné. Ovšem Q ∩ (−∞,

√
2) = Q ∩ (−∞,

√
2] je dedekind̊uv řez,

protože tato množina nemá v Q supremum.
Reálná č́ısla pak můžeme definovat jako množinu všech dedekindových řez̊u

X ⊆ Q uspořádaných inkluźı.
S reálnými č́ısly však většinou pracujeme jako s nekonečnými nápisy v deśıtkové

soustavě, obsahuj́ıćımi konečný prefix následovaný tečkou a nekonečným sufixem
desetinných mı́st. Pro nás bude praktičtěǰśı je interpretovat ve dvojkové soustavě.

Věta 5.70. ω2 ≈ P(ω) ≈ R ≈ [0, 1].

D̊ukaz. P(ω) ≈ ω2 už v́ıme z Lemma 5.4. Jako daľśı ukážeme [0, 1] ≈ ω2.

(i) [0, 1] ⪯ ω2. Č́ıslo a ∈ [0, 1] zaṕı̌seme binárně. Pokud a = 0, tak máme 0.000. . . a
pokud a > 0, tak 0.a0a1a2. . . , kde nekonečně mnoho ai je 1 abychom odstranili
duplicity pro periodická č́ısla. Takže třeba 0.510 = 0.12 zaṕı̌seme jako 0.0111. . . .
Tyto nekonečné posloupnosti jsou zjevně funkce z ω do {0, 1}.

(ii) ω2 ⪯ [0, 1]. Problém je, že posloupnosti 0.1000. . . a 0.0111. . . se zobraźı na
stejné reálné č́ıslo. Ale kdybychom to četli ve trojkové soustavě, tak už to
budou r̊uzná č́ısla. Proto definujeme funkci f : ω2→ [0, 1] jako

(a0, a1, a2, . . . ) 7→
∞∑
i=0

ai
3i+1

.

Podle Cantor–Bernsteinovy věty plat́ı P(ω) ≈ ω2 ≈ [0, 1]. Zbývá ukázat [0, 1] ≈ R.
Zřejmě [0, 1] ⪯ R, protože [0, 1] ⊆ R. Opačně R ⪯ [0, 1] např́ıklad prostou funkćı

arctan : R→ (−π/2, π/2),

kterou vhodně uprav́ıme, aby obor hodnot byl podmnožinou intervalu [0, 1].

Úloha 5.71. Ukažte, že [0,1]2 ≈ [0,1], tedy čtverec se zobraźı na úsečku. Jelikož
[0, 1] ≈ R, tak dostáváme R× R ≈ R, tedy plocha se zobraźı na př́ımku.

Řešeńı. Pokud si nev́ıte rady, tak hezky vysvětlené řešeńı je v [2].
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5.5.4 Hypotéza kontinua

Ukázali jsme, že reálných č́ısel je v́ıce než přirozených. Je přirozené položit si
otázku, zda existuje něco mezi? Bylo by hezké, kdyby nejmenš́ı množina, větš́ı než
přirozená č́ısla, byla reálná př́ımka (kontinuum). Tato myšlenka se nazývá hypotéza
kontinua, anglicky Continuum Hypothesis (CH). Formuloval ji už Cantor a ř́ıká, že
neexistuje žádná množina x taková, že

ω ≺ x ≺ P(ω) ≈ R.

Tedy každá nekonečná x ⊆ R je bud’ spočetná, nebo ekvivalentńı s R. Gödel (1940)
dokázal, že CH nelze v ZFC vyvrátit. Cohen (1963) dokázal, že nelze v ZFC dokázat.
Tedy je možné k ZFC bezesporně přidat jako axiom CH i ¬CH.

5.5.5 Algebraická č́ısla

Definice 5.72. Algebraická č́ısla jsou reálné kořeny polynomů s celoč́ıselnými
koeficienty. Reálná č́ısla, která nejsou algebraická, nazýváme transcendentńı.

Takže např́ıklad
√
2 je algebraické č́ıslo, protože je kořenem polynomu x2 − 2.

Tvrzeńı 5.73. Algebraických č́ısel je spočetně mnoho.

D̊ukaz. Polynom s celoč́ıselnými koeficienty můžeme reprezentovat jako konečnou
posloupnost (a0, a1, . . . , an) celých č́ısel. Celých č́ısel je spočetně mnoho, takže těchto
posloupnost́ı je podle Věty 5.62 také pouze spočetně mnoho.

Tedy každému polynomu s celoč́ıselnými koeficienty můžeme přǐradit nějaké
unikátńı pořadové č́ıslo k ∈ ω. Nav́ıc v́ıme, že polynom stupně n má nejvýše
n r̊uzných reálných kořen̊u. Algebraických č́ısel je určitě alespoň spočetně mnoho,
muśıme ukázat, že jich neńı v́ıc. Proto definujeme prosté zobrazeńı všech algebraických
č́ısel do spočetné množiny ω × ω. Každý reálný kořen x polynomu

a0 + a1x
1 + · · ·+ an−1x

n−1 + anx
n = 0, an ̸= 0

je jednoznačně určen dvojićı (k, ℓ), kde k je č́ıslo přǐrazené tomuto polynomu a ℓ udává,
že x je ℓ-tý nejmenš́ı5 reálný kořen tohoto polynomu. Ovšem jedno algebraickém
č́ıslo může být kořenem v́ıce r̊uzných polynom — rovnici stač́ı vynásobit nějakou
konstantou. Proto algebraickému č́ıslu x přǐrad́ıme ze všech dvojic (k, ℓ), které mu
odpov́ıdaj́ı, tu, kde je k nejmenš́ı možné.

Z Dirichletova principu pro nespočetné množiny pak dostáváme nejenom to, že
transcendentńı č́ısla existuj́ı (přestože jsme žádné nesestrojili!), ale dokonce, že skoro
všechna reálná č́ısla jsou transcendentńı:

Důsledek 5.74. Transcendentńıch č́ısel je nespočetně mnoho.

5Neuvažujeme opakované kořeny.
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6 Axiom výběru

Axiom výběru, anglicky Axiom of Choice (AC), už jsme zmı́nili mnohokrát. Jeho
přidáńım do ZF źıskáme teorii ZFC. Připomeňme, že pokud je ZF konzistentńı,6

potom je ZFC také konzistentńı. Čili to, zda věř́ıme nebo nevěř́ıme axiomu výběru,
je čistě filozofické rozhodnut́ı, na konzistenci teorie množin to nic nezměńı.

Bez axiomu výběru nelze dokázat mnoho věćı, které by intuitivně měly platit, ale
zároveň byl historicky kontroverzńı, protože některé jeho d̊usledky jsou na hranici
paradoxnosti. Např́ıklad princip dobrého uspořádáńı, který ř́ıká, že každou množinu
lze dobře uspořádat.7 Dále pomoćı axiomu výběru lze zkonstruovat podmnožiny
reálných č́ısel, které nejsou Lebesgueovsky měřitelné, což je jádro slavného Banach–
Tarskiho paradoxu. Ten uvád́ı postup, jak rozdělit jednotkovou kouli na konečný
počet část́ı a tyto části přeskupit tak, aby vznikly dvě koule identické s tou p̊uvodńı.

Axiom výběru je také velmi d̊uležitý mimo teorii množin, kde jeho slabš́ı varianty,
jako jsou axiom spočetného nebo axiom závislého výběru, využ́ıváme implicitně a ani
si to neuvědomujeme. Tyto dvě zmı́něné slabš́ı varianty ovšem naštěst́ı neumožňuj́ı
zrekonstruovat paradoxy zmı́něné výše.

6.1 Indexované soubory množin

Definice 6.1. Indexovaný soubor množin
〈
Xi | i ∈ I

〉
je zobrazeńı F s definičńım

oborem I, kde Xi označuje množinu F (i). Řı́káme, že I je indexová tř́ıda tohoto
souboru a že x patř́ı do souboru, jestliže pro nějaké i ∈ I plat́ı x = Xi. Definujeme⋃

i∈I
Xi :=

⋃
Rng(F ),⋂

i∈I
Xi :=

⋂
Rng(F ),

×
i∈I

Xi :=
{
f | f : I →

⋃
i∈I

Xi ∧ (∀i ∈ I)(f(i) ∈ Xi)
}
.

Definice kartézského součinu má smysl jen pro soubory indexované množinou, protože
vlastńı tř́ıdy nebohou nikam náležet.

Lemma 6.2. Je-li indexová tř́ıda I souboru
〈
Xi | i ∈ I

〉
množinou, potom jsou tř́ıdy⋃

i∈I Xi,
⋂

i∈I Xi a×i∈I Xi také množinami.

D̊ukaz. Dom(F ) = I je množina, takže z axiomu nahrazeńı je Rng(F ) = F [I] také
množina. Proto jsou suma a pr̊unik také množiny. Kartézský součin je podmnožinou
tř́ıdy všech zobrazeńı z I do

⋃
i∈I Xi, což je podle Lemma 4.31 množina.

Pozorováńı 6.3. Pokud pro každé i ∈ I je Xi = X, tak×i∈I Xi =
IX.

Lemma 6.4. Je-li
〈
Xi | i ∈ ω

〉
soubor spočetně mnoha množin splňuj́ıćıch 2 ⪯ Xi,

kde na každém Xi nav́ıc existuje dobré uspořádáńı, potom je kartézský součin tohoto
souboru nespočetný.

D̊ukaz. Neńı těžké ukázat, že

×
i∈ω

2 ⪯×
i∈ω

Xi,

6Tedy má model, nebo ekvivalentně, neńı v ńı možné dokázat spor.
7Speciálně reálná č́ısla lze dobře uspořádat. Tedy že z každé neprázdné podmnožiny reálných

č́ısel lze vybrat nějaké kanonické nejmenš́ı č́ıslo. Co je např́ıklad nejmenš́ı č́ıslo v intervalu (0, 1)?
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prostě z každého Xi nejprve vezmu nejmenš́ı prvek, a potom druhý nejmenš́ı. Podle
předchoźıho pozorováńı ovšem plat́ı×i∈ω 2 = ω2 ≈ P(ω), což je podle Cantorovy
věty nespočetná množina.

Důsledek 6.5. Kartézský součin spočetně mnoha spočetných množin je nespočetný.

6.2 Co axiom výběru tvrd́ı

V této sekci motivujeme a zavedeme axiom výběru. Mějme f , zobrazeńı množiny
X na množinu Y a pod́ıvejme se na rozklad množiny X definovaný jako

r := {f−1[y] | y ∈ Y }.

Existuje prosté zobrazeńı g : Y → X?

• Pro konečné Y lze dokázat principem indukce pro konečné množiny. Neformálně
si prostě konečně-mnohokrát vezmu nějaký prvek z f−1[y], jednou pro každé y.

• Pro dobře uspořádané X vezmu z f−1[y] vždy ten nejmenš́ı prvek.

• Obecně to v ZF dokázat nelze — museli bychom pro každé y ∈ Y vybrat
nějakého reprezentanta x ∈ f−1[y], ale pokud f−1[y] neńı dobře uspořádané,
neńı jasné, jak to udělat. I když f−1[y] třeba lze dobře uspořádat, muśıme opět
vybrat nějaké dobré uspořádáńı, které použijeme.

Tento problém motivuje následuj́ıćı formulaci axiomu výběru:

Axiom 6.6 (Princip výběru). Pro každou množinu X a každý jej́ı rozklad r existuje
výběrová množina v ⊆ X taková, že pro každou rozkladovou tř́ıdu u ∈ r obsahuje v
jednoho jediného reprezentanta x ∈ u. Tedy u ∩ v = {x}.

Jiná, šikovněǰśı formulace použ́ıvá takzvané výběrové funkce neboli selektory.

Definice 6.7. Selektor na množině x je funkce f : x→
⋃
x splňuj́ıćı

(∀t ∈ x)(t ̸= ∅⇒ f(t) ∈ t).

Ekvivalentně můžeme předpokládat, že selektor je definovaný pouze na množině
x \ {∅} a pro každé t ∈ Dom(f) plat́ı f(t) ∈ t.

Axiom 6.8 (Axiom výběru AC). Na každé množině existuje selektor.

Ukážeme, že axiom výběru a princip výběru jsou skutečně ekvivalentńı.

Tvrzeńı 6.9. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

(1) Axiom výběru.

(2) Princip výběru.

(3) Pro každou relaci S, která je množinou, existuje funkce f ⊆ S taková, že
Dom(f) = Dom(S).

(4) Kartézský součin neprázdného souboru neprázdných množin je neprázdný.
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D̊ukaz. (1)⇒(2) Necht’ r je rozklad X, podle axiomu výběru existuje selektor f na r.
Hledaná výběrová množina je Rng(f).

(2)⇒(3) Pokud S = ∅, potom f = ∅ a neńı co dokazovat. Proto necht’ S ≠ ∅.
Definujeme rozklad r množiny S jako

r :=
{
{(x, y) ∈ S | y ∈ Rng(S)}

∣∣x ∈ Dom(S)
}
.

Podle principu výběru existuje výběrová množina tohoto rozkladu, což je právě
hledaná funkce f .

(3)⇒(4) Neprázdný soubor neprázdných množin
〈
Xi | i ∈ I

〉
určuje relaci8

S := {(i,x) | i ∈ I ∧ x ∈ Xi}.

Podle (3) existuje funkce f ⊆ S taková, že Dom(f) = Dom(S) = I a tedy f je
prvkem uvažovaného produktu.

(4)⇒(1) Necht’ x je libovolná množina, BÚNO x ̸= ∅ a ∅ /∈ x. Tedy x určuje
neprázdný soubor neprázdných množin

〈
y | y ∈ x

〉
, který má podle (4) neprázdný

kartézský součin. Všimněme si, že každý prvek tohoto součinu je selektorem na x.

6.3 Přehled d̊usledk̊u axiomu výběru

Uvedeme některé ekvivalentńı formulace a d̊usledky axiomu výběru. V́ıce detail̊u
a d̊ukazy většiny z nich lze nalézt v [3].

Axiom výběru AC

⇐⇒ Pro každou nekonečnou množinu x plat́ı, že x× x ≈ x.

⇐⇒ Každý vektorový prostor (i nekonečné dimenze) má bázi.

⇐⇒ Každý produkt (i nekonečný) kompaktńıch topologických prostor̊u je kompaktńı.

⇐⇒ Každý souvislý (i nekonečný) graf má kostru.

=⇒ Věta o kompaktnosti pro logiku prvńıho řádu: pokud každá konečná podteorie
teorie T má model, pak celá teorie T má také model.

=⇒ Existuje zobrazeńı co každé množině x přǐrad́ı množinu |x| takovou, že x ≈ |x|,
a nav́ıc pro každé dvě množiny x a y splňuje x ≈ y ⇐⇒ |x| = |y|.

⇐⇒ Zornovo lemma, také známé jako princip maximality: pokud neprázdná
uspořádaná množina (A, ≤) splňuje, že každý řetězec je shora omezený, pak A
obsahuje maximálńı prvek.

⇐⇒ Princip trichotomie: relace ⪯ je trichotomická, neboli pro každé dvě množiny
x a y plat́ı bud’ x ⪯ y nebo y ⪯ x.

⇐⇒ Princip dobrého uspořádáńı: každou množinu lze dobře uspořádat.

Posledńım třem9 se budeme věnovat trochu podrobněji a dokážeme některé
implikace mezi nimi a axiomem výběru. Celý d̊ukaz jejich ekvivalence se nacháźı ve
skript́ıčkách k následuj́ıćımu předmětu [6].

8Proč je S množina?
9“The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering principle obviously false, and who

can tell about Zorn’s lemma?” — Jerry Bona
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6.4 Axiom spočetného výběru

Axiom 6.10 (Axiom spočetného výběru ACω). Na každé spočetné množině existuje
selektor. Tedy můžeme udělat pouze spočetně mnoho výběr̊u.

Následuj́ıćı ještě slabš́ı varianta stále nelze v ZF dokázat.

Axiom 6.11 (Axiom spočetného výběru pro konečné množiny ACfin
ω ). Na každé

spočetné množině konečných množin existuje selektor. Tedy můžeme udělat pouze
spočetně mnoho výběr̊u, a nav́ıc pouze z konečných množin.

Tyto slabš́ı axiomy nemaj́ı žádné paradoxické d̊usledky typu Banach–Tarskiho
paradox, ale za to maj́ı spoustu hezkých a užitečných d̊usledk̊u.

Axiom spočetného výběru pro konečné množiny ACfin
ω

⇐⇒ Sjednoceńı spočetně mnoha konečných množin je nejvýše spočetné.

⇐⇒ Königovo lemma: každý nekonečný zakořeněný strom, jehož každý vrchol má
konečný stupeň, obsahuje nekonečnou větev (cestu pryč od kořene).

Axiom spočetného výběru ACω

=⇒ Sjednoceńı spočetně mnoha spočetných množin je spočetné.

=⇒ Každá nekonečná množina x má spočetnou podmnožinu; neboli ω ⪯ x.

=⇒ Množina x je konečná ⇐⇒ je dedekindovsky konečná.

=⇒ Reálná funkce f : R→ R je spojitá ⇐⇒ pro každou konvergentńı posloupnost
reálných č́ısel (xn)n∈ω plat́ı lim f(xn) = f(limxn).

Některé z těchto d̊usledk̊u ted’ dokážeme.

Tvrzeńı 6.12 (ACω). Sjednoceńı spočetně mnoha spočetných množin je spočetné.

D̊ukaz. Uvažme soubor
〈
Xn |n ∈ ω

〉
spočetně mnoha spočetných množin Xn ≈ ω.

Sestroj́ıme prosté zobrazeńı S :=
⋃

n∈ωXn do spočetné množiny ω × ω. Pro každé
n ∈ ω vybereme nějaké prosté zobrazeńı jn : Xn → ω (všimněme si, že děláme pouze
spočetně mnoho výběr̊u). Formálně uváž́ıme množinu A := {En |n ∈ ω}, kde En

je (neprázdná) množina všech prostých zobrazeńı j : Xn → ω. Podle ACω existuje
selektor f na A a polož́ıme jn := f(En).

Pro prvek x ∈ S definujeme

nx := min{n ∈ ω |x ∈ Xn}.

Toto č́ıslo nám ř́ıká, v jaké množině Xn se x objev́ı poprvé. Všimněme si, že přestože
v́ıce r̊uzných x ∈ S může mı́t stejné č́ıslo nx, tak zobrazeńı g : x 7→ (nx, jnx(x)) je
prosté, jelikož jn jsou prostá.

Fakt 6.13. V ZF je bezesporné předpokládat, že nespočetná množina R je sjednoceńım
spočetně mnoha spočetných množin.

Dále se budeme zabývat Dedekindovou definićı konečnosti. Připomeňme, že každá
konečná množina je i dedekindovsky konečná, a tedy (obměnou) každá dedekindovsky
nekonečná množina je nekonečná.

Fakt 6.14. V ZF mohou existovat nekonečné, ale dedekindovsky konečné množiny.
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Pozorováńı 6.15. Je-li množina x nekonečná, ale dedekindovsky konečná, pak
neobsahuje žádnou spočetnou podmnožinu y ⊆ x; neboli ω ⪯̸ x.

D̊ukaz. Předpokládejme, že x obsahuje spočetnou podmnožinu y = {a0, a1, a2, . . . }.
Potom můžeme sestrojit bijekci g : x→ x \ {a0} předpisem g(a) = a, pokud a /∈ y, a
g(an) = an+1 pro každé n ∈ ω.

Takové množiny x jsou tedy nespočetné, avšak neplat́ı, že ω ≺ x.

Věta 6.16 (ACω). Každá nekonečná množina obsahuje spočetnou podmnožinu. Každá
nekonečná množina je tedy dedekindovsky nekonečná a každá dedekindovsky konečná
množina je konečná.

D̊ukaz. Necht’ x je nekonečná množina. Protože pro každé n ∈ ω plat́ı n ≺ x,
můžeme pomoćı ACω pro každé n ∈ ω vybrat prosté zobrazeńı Gn : n→ x. Každé
zobrazeńı Gn odpov́ıdá nějaké posloupnosti a0, a1, . . . ,an−1. Zaṕı̌seme-li prvky všech
posloupnost́ı G0, G1, G2, . . . , Gn, . . . za sebe a následně z výsledné posloupnosti
odstrańıme všechny výskyty každého prvku a ∈ x kromě jeho prvńıho výskytu,
dostaneme nekonečnou posloupnost H délky ω, jej́ıž členy jsou navzájem r̊uzné
prvky množiny x. Posloupnost H je skutečně nekonečná, nebot’ pro každé n obsahuje
posloupnost Gn právě n navzájem r̊uzných člen̊u. Formálńı definici posloupnosti H
přenecháme čtenáři. Množina Rng(H) je spočetnou podmnožinou množiny x.

Důsledek 6.17 (ACω). Množina x je nespočetná právě tehdy, když ω ≺ x.

D̊ukaz. (⇒): Množina x je nekonečná, takže podle předchoźı věty plat́ı ω ⪯ x.
Současně však x ̸≈ ω, nebot’ x ⪯̸ ω protože x neńı ani konečná, ani spočetná.

(⇐): Kdyby byla množina x spočetná nebo konečná, tedy x ⪯ ω, pak by z
Cantorovy–Bernsteinovy věty (protože ω ⪯ x) vyplývalo x ≈ ω, což je spor s
ω ≺ x.

Úloha 6.18. Dokažte z ACfin
ω , že sjednoceńı spočetně mnoha konečných množin je

nejvýše spočetné.

Nápověda. Použijte trik s posloupnostmi z d̊ukazu Věty 6.16. Ovšem v jakém pořad́ı
napsat prvky dané konečné množiny co sjednocujete?

Úloha 6.19. Dokažte, že Königovo lemma vyplývá z tvrzeńı, že sjednoceńı spočetně
mnoha konečných množin je nejvýše spočetné.

Nápověda. Kĺıčová myšlena je si uvědomit, že konečně se větv́ıćı stromy maj́ı konečné
levely (level stromu je množina vrchol̊u ve stejné vzdálenosti od kořene). Z našeho
předpokladu pak vyplývá, že vrcholy daného stromu lze dobře uspořádat.

Úloha 6.20. Dokažte, že Königovo lemma implikuje ACfin
ω .

Nápověda. Pro daný soubor konečných množin
〈
Ai | i ∈ ω

〉
definujte zakořeněný

strom T , jehož vrcholy odpov́ıdaj́ı částečným selektor̊um tohoto souboru.

6.5 Princip maximality

Axiom výběru je ekvivalentńı s řadou tvrzeńı; jedno z nejužitečněǰśıch mimo
teorii množin je Zornovo lemma, také známé jako princip maximality.

Definice 6.21 (Řetězec). Necht’ (A, ≤) je uspořádaná množina. Podmnožinu B ⊆ A
nazveme řetězcem v A, je-li B lineárně uspořádaná relaćı ≤.
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Axiom 6.22 (Princip maximality PM). Necht’ (A, ≤) je neprázdná uspořádaná
množina, kde každý řetězec je shora omezený. Potom A obsahuje maximálńı prvek.

Poznámka. Princip maximality se často použ́ıvá pro uspořádáńı (A, ⊆), kde A ⊆ P(x).
Pak pro řetězec B ⊆ A stač́ı ukázat, že

⋃
B ∈ A, jelikož

⋃
B je horńı mez, dokonce

supremum, množiny B vzhledem k inkluzi.

Také existuje ekvivalentńı, parametrizovaná verze principu maximality:

Axiom 6.23 (PPM). Necht’ (A, ≤) je neprázdná uspořádaná množina, kde každý
řetězec je shora omezený. Potom pro každé a ∈ A existuje maximálńı prvek b
množiny A takový, že a ≤ b.

Pozorováńı 6.24. PM ⇐⇒ PPM.

D̊ukaz. Parametrizovanou verzi źıskáme z té normálńı t́ım, že se budeme d́ıvat pouze
na A′ := {b ∈ A | b ≥ a}. Opačný směr zjevně plat́ı.

Zmı́ńıme ještě jednu ekvivalentńı formulaci principu maximality, tentokrát přes
suprema.

Axiom 6.25 (PMS). Necht’ (A, ≤) je neprázdná uspořádaná množina, kde každý
řetězec má supremum. Potom pro každé a ∈ A existuje maximálńı prvek b množiny A
takový, že a ≤ b.

Úloha 6.26. Dokažte, že PM ⇐⇒ PPS.

Nápověda. Směr PM⇒ PPS by měl být zřejmý. Pro opačný směr uvažte množinu
R všech řetězc̊u dané množiny (A, ≤), uspořádanou inkluźı. Podle poznámky na
začátku této sekce, R splňuje předpoklad PMS.

Přechodem k opačnému uspořádáńı (A, ≥) dostáváme z principu maximality
princip minimality:

Pozorováńı 6.27. PM ⇐⇒ Pokud (A, ≤) je neprázdná uspořádaná množina, kde
každý řetězec je zdola omezený, potom pro každé a ∈ A existuje minimálńı prvek b
množiny A takový, že b ≤ a.

Úloha 6.28. Pomoćı principu maximality dokažte, že každý graf G má kostru.

Nápověda. Uvažte množinu všech podgraf̊u G co jsou stromy, uspořádanou inkluźı.

Úloha 6.29 (Szpilrajnova věta). Pomoćı principu maximality dokažte, že každé
částečné uspořádáńı na množině A lze rozš́ı̌rit na lineárńı uspořádáńı na A.

Nápověda. Uvažte množinu všech částečných uspořádáńı na A, uspořádanou inkluźı.

Úloha 6.30. Předpokládejte axiom výběru a uvažte následuj́ıćı zobecněńı dobrých
uspořádáńı. Připomeňme, že kvaziuspořádáńı na množině A je reflexivńı, tranzitivńı
relace ≤. Pokud pro prvky x, y ∈ A plat́ı x ≤ y a zároveň y ≤ x, pak ṕı̌seme x ≡ y a
ř́ıkáme, že jsou ekvivalentńı. Pokud všechny ekvivalentńı prvky ztotožńıme (formálně
uváž́ıme tř́ıdy ekvivalence ≡), źıskáme částečně uspořádanou množinu A/≡.

Ukažte, že následuj́ıćı tvrzeńı jsou pro kvaziuspořádáńı ≤ na A ekvivalentńı:

(1) Každá neprázdná podmnožina B uspořádané množiny A/≡ obsahuje alespoň
jeden, ale pouze konečně mnoho minimálńıch prvk̊u.

(2) Každé rozš́ı̌reńı ≤+ uspořádáńı ≤ na A/≡, které je lineárńı, je dobré.
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(3) A neobsahuje žádné nekonečné antǐretězce (podmnožiny vzájemně neporovna-
telných prvk̊u) ani žádné nekonečné klesaj́ıćı řetězce x0 > x1 > x2 > · · · , kde
x > y znač́ı, že y ≤ x a zároveň y ̸≡ x.

Ř́ıkáme, že ≤ je dobré kvaziuspořádáńı množiny A.

Nápověda. Ukažte implikace (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (1). Pro implikaci (2)⇒ (3) by se
mohl hodit výsledek předchoźı úlohy.

6.6 Princip trichotomie

Axiom 6.31 (Princip trichotomie). Pro libovolné dvě množiny x a y plat́ı bud’ x ⪯ y
nebo y ⪯ x.

Věta 6.32. Princip maximality implikuje princip trichotomie.

D̊ukaz. Nejprve si připomeňme, že inverzńı zobrazeńı k prostému zobrazeńı je prosté.
Nyńı necht’ x, y jsou množiny, chceme sestrojit prosté zobrazeńı x do y, nebo y do x.
Definujme množinu

P := {f | f je prosté zobrazeńı ∧Dom(f) ⊆ x ∧ Rng(f) ⊆ y}.

Všimněme si, že uspořádaná množina (P, ⊆) splňuje podmı́nky principu maximality,
jelikož sjednoceńı řetězce prostých zobrazeńı je prosté zobrazeńı. Necht’ g je nějaký
maximálńı prvek P . Kdyby obě množiny x\Dom(g) a y \Rng(g) byly neprázdné, tak
by g šlo rozš́ı̌rit o daľśı dvojici, což je spor s maximalitou g. Proto bud’ Dom(g) = x
a potom x ⪯ y, nebo Rng(g) = y a potom y ⪯ x.

Úloha 6.33. Ukažte z principu trichotomie, že každá nekonečná množina x má
spočetnou podmnožinu; tedy, že ω ⪯ x.

Poznámka. Tohle umı́me pouze za pomoci axiomu spočetného výběru, viz Sekce 6.4.

6.7 Princip dobrého uspořádáńı

Princip dobrého uspořádáńı (anglicky well-ordering principle) je tvrzeńı, že každou
množinu lze dobře uspořádat. Byl jedńım ze základńıch přesvědčeńı Cantora, avšak
nepodařilo se mu jej dokázat. Tento problém slavně vyřešil v roce 1904 Ernst Zermelo.
Zermelo jako prvńı explicitně formuloval axiom výběru, který rozpoznal jako princip,
jejž Cantor (a mnoźı daľśı matematici) v řadě d̊ukaz̊u implicitně použ́ıvali. Následně
ukázal, že axiom výběru a princip dobrého uspořádáńı jsou ekvivalentńı. Proto se
tomuto principu dnes občas ř́ıká Zermelova věta.

Axiom 6.34 (Princip dobrého uspořádáńıWO). Každou množinu lze dobře uspořádat.

Věta 6.35. Princip dobrého uspořádáńı implikuje axiom výběru.

D̊ukaz. Necht’ x je množina splňuj́ıćı x ≠ ∅ a ∅ /∈ x. Chceme sestrojit selektor
f : x →

⋃
x. Podle WO existuje dobré uspořádáńı ≤ na

⋃
x a každá y ∈ x je

neprázdná podmnožina
⋃
x, tedy má nejmenš́ı prvek v̊uči ≤. Selektor f definujeme

jako f : y 7→ min≤(y).

Úloha 6.36. Dokažte, že princip maximality implikuje princip dobrého uspořádáńı.

Nápověda. Pro danou množinu X, kterou chceme dobře uspořádat, uvažte množinu

W := {(A,<R) |R is a well-order on A ⊆ X},

uspořádanou jako (A,<R) ⊏ (B,<S) pokud B prodlužuje A. Tedy pokud A ⊂ B,
relace R je restrikce S na množinu A, a nav́ıc A je dolńı podmnožina B.
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7 Ordinálńı č́ısla

Ordinálńı č́ısla představuj́ı jedno z možných zobecněńı přirozených č́ısel. Intuitivně
reprezentuj́ı typy dobrých uspořádáńı. Představme si, že chceme oč́ıslovat prvky nějaké
dobře uspořádané množiny: nejmenš́ımu prvku přǐrad́ıme č́ıslo 0, následuj́ıćımu č́ıslo 1,
a tak dále. Typem tohoto dobrého uspořádáńı je pak prvńı č́ıslo, které jsme již nemuseli
použ́ıt. Co se však stane, když nám dojdou č́ısla?

Uvažme např́ıklad následuj́ıćı dobré uspořádáńı přirozených č́ısel:

1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ · · · ≺ 0.

Budeme-li prvky č́ıslovat zleva doprava, využijeme všechna přirozená č́ısla pro úsek
1 ≺ 2 ≺ · · · , takže pro prvek 0 nám již žádné přirozené č́ıslo nezbude. Právě proto
zavád́ıme ordinálńı č́ısla: prvku 0 přǐrad́ıme

”
č́ıslo“ ω a typ tohoto uspořádáńı tak

bude ordinálńı č́ıslo ω + 1.
Podobně, dobré uspořádáńı

0 ≺ 2 ≺ 4 ≺ 6 ≺ · · · ≺ 1 ≺ 3 ≺ 5 ≺ 7 ≺ · · ·

má typ ω + ω, protože všechna přirozená č́ısla n použijeme k oč́ıslováńı sudých č́ısel,
a poté všechna ordinálńı č́ısla tvaru ω+n, která zat́ım chápeme intuitivně, použijeme
k oč́ıslováńı lichých č́ısel.

Poznámka. Před pokračováńım ve čteńı zbytku této sekce by pro źıskáńı intuice
mohlo být užitečné si nejprve rychle proj́ıt Podsekci 7.7, protože formálńı definice
ordinálńıch č́ısel může být z zprvu trochu nejasná.

7.1 Tranzitivńı tř́ıdy

Definice 7.1. Tř́ıda X je tranzitivńı, pokud pro každé x ∈ X plat́ı x ⊆ X. Nebo
ekvivalentně, pokud pro každé x ∈ X a y ∈ x plat́ı y ∈ X.

Pozorováńı 7.2. Tř́ıda X je tranzitivńı ⇐⇒
⋃
X ⊆ X.

Lemma 7.3. Vlastnosti tranzitivńıch tř́ıd.

(1) Jsou-li X a Y tranzitivńı tř́ıdy, pak X ∩ Y a X ∪ Y jsou také tranzitivńı.

(2) Je-li každá množina x ∈ X tranzitivńı, tak
⋂
X a

⋃
X jsou tranzitivńı tř́ıdy.

(3) Je-li každá množina x ∈ X tranzitivńı, pak je relace ∈ tranzitivńı na tř́ıdě X.

(4) Je-li X tranzitivńı tř́ıda a relace ∈ je tranzitivńı na X, tak každá množina
x ∈ X je tranzitivńı.

D̊ukaz. Všechno je to hrańı si s definicemi.

(1) Plyne př́ımo z definice.

(2) Ukážeme pro pr̊unik; suma se dokazuje podobně. Necht’ y ∈ z ∈
⋂
X, chceme

ukázat, že y ∈
⋂
X. Jelikož z ∈

⋂
X, tak z ∈ x pro nějakou x ∈ X. Protože je

x tranzitivńı, tak z y ∈ z ∈ x máme y ∈ x, tedy y ∈
⋂
X.

(3) Necht’ x, y, z ∈ X splňuj́ı z ∈ y ∈ x, chceme z ∈ x. To plat́ı, protože x je
tranzitivńı.

(4) Necht’ z ∈ y ∈ x ∈ X, chceme z ∈ x. Protože X je tranzitivńı, tak z ∈ y ∈ X,
a tud́ıž také z ∈ X. Jelikož ∈ je tranzitivńı na X a x, y, z ∈ X, tak z ∈ x.
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Důsledek 7.4. Je-li X tranzitivńı tř́ıda, potom:

Relace ∈ je tranzitivńı na X ⇐⇒ každá množina x ∈ X je tranzitivńı.

D̊ukaz. Vyplývá z kombinace (3) a (4).

Úloha 7.5. Najděte tranzitivńı množinu X, na ńıž relace náležeńı ∈ neńı tranzitivńı.

7.2 Definice ordinálńıch č́ısel

Definice 7.6 (Von Neumann). Množina x je ordinálńı č́ıslo, pokud

(i) x je tranzitivńı množina, a zároveň

(ii) relace náležeńı ∈ je dobré ostré uspořádáńı na x.

Tř́ıdu všech ordinálńıch č́ısel znač́ıme On

Úloha 7.7. Projděte si znovu Sekci 5.4 a přesvědčte se, že každé přirozené č́ıslo
n ∈ ω i samotná množina všech přirozených č́ısel ω jsou ordinálńı č́ısla.

Úloha 7.8. Najděte množinu x, která neńı tranzitivńı, ale relace náležeńı ∈ je dobré
ostré uspořádáńı na x.

Lemma 7.9. On je tranzitivńı tř́ıda.

D̊ukaz. Ukážeme, že každé y ∈ x ∈ On je také ordinálńı č́ıslo. Protože x je ordinál, tak
relace ∈ je na x dobré uspořádáńı, speciálně je tedy tranzitivńı. Podle Lemma 7.3 (4)
je potom y ∈ x tranzitivńı množina. Ještě muśıme ukázat, že ∈ je dobré ostré
uspořádáńı na y. Ale to je, jelikož y ⊆ x (protože y ∈ x a x je tranzitivńı množina) a
vlastnost

”
být dobré ostré uspořádáńı“ je dědičná.

7.3 Uspořádáńı ordinálńıch č́ısel relaćı náležeńı

Lemma 7.10. Pro každá dvě x, y ∈ On plat́ı

(i) x /∈ x,

(ii) x ∩ y ∈ On,

(iii) x ∈ y ⇐⇒ x ⊂ y.

D̊ukaz. (i) Kdyby x ∈ x tak bychom dostali spor s t́ım, že ∈ je antireflexivńı na x.
(ii) Podle Lemma 7.3 (1) je x∩y tranzitivńı množina a je dobře (ostře) uspořádaná

relaćı ∈, protože to je podmnožinou ordinálu x.
(iii) Směr ‘⇒’ z tranzitivity y a (i). Pro opačný směr necht’ x ⊂ y. Protože y

je dobře uspořádaná, tak ∅ ̸= y \ x ⊆ y má nejmenš́ı prvek v̊uči ∈, označme jej z.
Ukážeme, že z = x. Nejprve inkluze x ⊆ z. Necht’ u ∈ x, protože x ⊆ y, tak u ∈ y.
Protože y je ordinál, tak ∈ je lineárńı na y, takže prvky u a z můžeme porovnat.
Jsou tři možnosti:

(a) u ∈ z, to jsme chtěli.

(b) u = z, ale z /∈ x, takže u /∈ x, což je spor.

(c) z ∈ u, z tranzitivity x máme z ∈ u ∈ x =⇒ z ∈ x, což je opět spor.
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Nyńı inkluze z ⊆ x. Necht’ u ∈ z, podle tranzitivity y máme u ∈ z ∈ y =⇒ u ∈ y,
ukážeme u ∈ x. Kdyby u /∈ x, tak u je menš́ı prvek v doplňku y \ x než z, což je spor
s minimalitou z.

Věta 7.11. Relace ∈ je dobré ostré uspořádáńı na On.

V d̊ukazu této věty budeme hojně použ́ıvat předchoźı lemma, a na jeho části se
budeme odkazovat jako (i), (ii), a (iii).

D̊ukaz. Podle (i) je ∈ antireflexivńı na On. Nav́ıc, protože každé x ∈ On je tranzitivńı
množina, tak podle části (3) Lemma 7.3 je ∈ tranzitivńı na On. Dohromady to
znamená, že ∈ je ostré uspořádáńı na On.

Dále ukážeme, že relace ∈ trichotomická na On, tud́ıž to je lineárńı (ostré)
uspořádáńı. Necht’ x, y ∈ On, chceme je porovnat. Pod́ıvejme se na množinu

z := x ∩ y.

Podle (ii) je z ∈ On, a nav́ıc tvrd́ıme, že z = x nebo z = y. Kdyby z ⊂ x a z ⊂ y,
pak podle (iii) z ∈ x a z ∈ y, čili z ∈ z, což je spor s (i). Nyńı rozbor př́ıpad̊u:

(a) x = y, pak jsme skončili, jinak

(b) z = x a z ⊂ y, pak x ∈ y podle (iii),

(c) z = y a z ⊂ x, pak y ∈ x podle (iii).

Dobrost zd̊uvodńıme podobně jako pro ω. Necht’ A ⊆ On je neprázdná množina
ordinál̊u a x ∈ A. Neńı-li x minimálńı,10 označme B := x ∩A. Zřejmě B ̸= ∅, jinak
by x bylo minimálńı. Jelikož B ⊆ x a x je ordinálńı č́ıslo, tak je množina B dobře
(ostře) uspořádaná relaćı ∈ a má nejmenš́ı prvek y. Tvrd́ıme, že y je minimálńı
také v A. Kdyby ne, tak existuje nějaké z ∈ y takové, že z ∈ A. Ale y ∈ x, takže z
tranzitivity množiny x je z ∈ x. Tedy z ∈ B, což je spor s minimalitou y.

Poznámka. Tento argument dokonce ukazuje, že každá neprázdná podtř́ıda A ⊆ On
má minimálńı prvek.

Důsledek 7.12. On je vlastńı tř́ıda.

D̊ukaz. Podle Lemma 7.9 je On tranzitivńı tř́ıda, a podle předchoźı věty je dobře
ostře uspořádaná relaćı ∈. Tedy kdyby On byla množinou, tak by to byl ordinál, tedy
On ∈ On, což je spor s antireflexibilitou ∈ na On.

Věta 7.13. Je-li X tranzitivńı vlastńı tř́ıda, která je dobře ostře uspořádaná relaćı
náležeńı ∈, potom X = On.

D̊ukaz. Jelikož je X tranzitivńı, tak pokud x ∈ X, potom x ⊆ X. Protože X je dobře
uspořádaná relaćı ∈, tak z dědičnosti je x také dobře uspořádaná. Nav́ıc jelikož je ∈
tranzitivńı na X, tak podle části (4) Lemma 7.3 je x tranzitivńı množina. Proto je x
ordinálńı č́ıslo, čili X ⊆ On.

Pro spor necht’ plat́ı pouze ostrá inkluze a x ∈ On \X. Ukážeme, že X ⊆ x, což
je spor s t́ım, že X je vlastńı tř́ıda. Necht’ y ∈ X. Kdyby y /∈ x, tak z trichotomie ∈
na On bud’ x = y, nebo x ∈ y, a potom x ∈ X protože X je tranzitivńı. Každopádně
x ∈ X, což je spor s naš́ı volbou x.

10Minimálńı a nejmenš́ı je pro lineárńı uspořádáńı to samé.
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Tato sekce se nesla v duchu zobecňováńı výsledk̊u Sekce 5.4 z přirozených č́ısel
na ordinálńı č́ısla. Ještě vyslov́ıme (bez d̊ukazu) ordinálńı ekvivalent Věty 5.49.

Věta 7.14. Pokud je (W, <R) dobře (ostře) uspořádaná vlastńı tř́ıda taková, že pro
každé x ∈W je dolńı tř́ıda (← , x] množinou, potom je (W, <R) izomorfńı (On, ∈).

Důsledek 7.15. Každý vlastńı dolńı podtř́ıda A ⊂ On je ordinálńı č́ıslo.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že A je tranzitivńı: pokud α ∈ β ∈ A, neboli α < β ∈ A,
pak α ∈ A, jelikož A je dolńı tř́ıda. Také je dobře ostře uspořádaná relaćı ∈, protože
A ⊆ On (z dědičnosti). Zbývá ukázat, že A je množina. Kdyby byla vlastńı tř́ıdou,
tak podle předchoźı věty plat́ı A = On, což je neńı pravda, spor.

7.4 Vlastnosti ordinálńıch č́ısel

Ordinálńı č́ısla od ted’ budeme značit ṕısmeny ze začátku řecké abecedy α, β, γ, . . . ,
a budeme psát α < β namı́sto α ∈ β a α ≤ β namı́sto α ∈ β ∨ α = β.

Je dobré si uvědomit, že jelikož β < α je to samé co β ∈ α, tak ordinálńı č́ıslo α
je přesně množinou všech menš́ıch (v̊uči <) ordinál̊u β < α, a nav́ıc

β ≤ α ⇐⇒ β ⊆ α =⇒ β ⪯ α,

podle Lemma 7.10.

Pozorováńı 7.16. Konečná ordinálńı č́ısla jsou právě přirozená č́ısla.

D̊ukaz. Předpokládejme, že α ∈ On je konečná množina, ale α /∈ ω. Z trichotomie
relace ∈, respektive <, na On muśı platit ω ≤ α, a podle naš́ı předchoźı diskuze
ω ⪯ α, tedy α neńı konečná.

Dále poznamenejme, že jelikož ordinálńı č́ısla jsou dobře uspořádaná, tak každá
neprázdná množina ordinálńıch č́ısel A ⊆ On má supremum

sup(A) = min{α ∈ On | (∀β ∈ A)α ≥ β}.

Za chv́ıli dokážeme velmi užitečné tvrzeńı, které ř́ıká, že

sup(A) =
⋃
A.

Pozorováńı 7.17. ω je nejmenš́ı (v̊uči <) nekonečné ordinálńı č́ıslo.

D̊ukaz. Podle Pozorováńı 7.16 je ω množinou všech konečných ordinálńıch č́ısel, čili
nejmenš́ı nekonečné ordinálńı č́ıslo je sup(ω). Ale sup(ω) =

⋃
ω, a je snadné ověřit

(např́ıklad pomoćı Lemma 5.43), že
⋃
ω = ω.

Lemma 7.18. Pro množiny ordinálńıch č́ısel plat́ı následuj́ıćı.

(a) Množina A ⊆ On je ordinálńım č́ıslem ⇐⇒ A je tranzitivńı.

(b) Pokud je A ⊆ On množina, pak sup(A) =
⋃
A.

(c) Pokud je A ⊆ On neprázdná tř́ıda, pak min(A) =
⋂
A.

D̊ukaz.

(a) Směr ‘⇒’ z definice. Pro opačný směr necht’ A je tranzitivńı, potřebujeme
aby ∈ bylo dobré ostré uspořádáńı na A. Ale to je, protože ∈ je dobré ostré
uspořádáńı na On, takže z dědičnosti i na A ⊆ On.
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(b) Podle Lemma 7.3 je
⋃
A tranzitivńı, protože všechny prvky A jsou tranzitivńı,

tedy podle (a) je β :=
⋃
A ordinál. Tvrd́ıme, že je nav́ıc supremum A. Pro

každé α ∈ A plat́ı α ⊆
⋃
A = β, tedy α ⊆ β =⇒ α ≤ β, takže β je horńı

mez množiny A. Zbývá ukázat, že žádné γ < β horńı mez být nemůže. Pokud
γ < β, neboli γ ∈

⋃
A, tak existuje α ∈ A takové, že γ ∈ α, neboli γ < α, tedy

γ neńı horńı meźı A.

(c) Podle Věty 7.11 (a poznámky pod jej́ım d̊ukazem) má A nejmenš́ı prvek A.
Pro libovolné β ∈ A plat́ı α ≤ β, takže α ⊆ β, a proto α ⊆

⋂
A. Jelikož α ∈ A,

plat́ı také
⋂
A ⊆ α.

7.5 Typy dobře uspořádaných množin

Jsou-li dvě množinové relace izomorfńı, tak se podstatně nelǐśı, přestože popi-
suj́ı vztahy mezi prvky r̊uzných množin. Dává proto smysl uvažovat o ekvivalenci

”
být izomorfńı“ na tř́ıdě všech relaćı. Je snadné nahlédnout, že ekvivalenčńı tř́ıdy
této ekvivalence jsou vlastńı tř́ıdy, proto nemůžeme udělat rozklad. Ale bylo by
hezké, kdybychom mohli pro každou ekvivalenčńı tř́ıdu sestrojit nějakého reprezen-
tanta, abychom pak mohli vše týkaj́ıćı se relaćı daného typu dokazovat na tomto
reprezentantovi.

Pro relace tvoř́ıćı dobrá uspořádáńı jsou tito reprezentanti právě ordinálńı č́ısla.

Pozorováńı 7.19. Žádná dvě ordinálńı č́ısla nejsou izomorfńı, a pokud je ordinálńı
č́ıslo (α, <) izomorfńı s nějakou dobře uspořádanou množinou (W, <R), potom je
tento izomorfismus jednoznačně určený.

D̊ukaz. Snadný d̊usledek Věty 4.47.

Věta 7.20 (O typu dobrého uspořádáńı). Každá dobře uspořádaná množina (W, <R)
je izomorfńı s jednoznačně určeným ordinálńım č́ıslem (α, <). Ordinálńı č́ıslo α
nazýváme typem dobře uspořádané množiny (W, <R).

Nástin d̊ukazu. Necht’ X je množina všech prvk̊u x ∈W takových, že počátečńı úsek
(← , x) je izomorfńı s nějakým ordinálńım č́ıslem, které označ́ıme αx. Podle axiomu
nahrazeńı tvoř́ı množina všech těchto ordinálńıch č́ısel množinu S. Lze ověřit, že X
je dolńı podmnožina W a S je dolńı podmnožina On. Z toho se dá ukázat, že S muśı
samo být ordinálńım č́ıslem, které označ́ıme α. Zobrazeńı x 7→ αx přirozeně určuje
izomorfismus mezi X a α. Pokud X =W tak jsme vyhráli. Jinak podle Lemma 4.45
plat́ı X = (← , c) pro nějaký prvek c ∈W . Jenže potom z definice X máme c ∈ X a
αc = α ∈ S = α, což je spor.

7.6 Transfinitńı indukce a rekurze

V matematice často použ́ıváme matematickou indukci na přirozených č́ıslech.
Také je užitečná rekurze, např́ıklad f(0) = 1 a f(n) = n · f(n − 1), k definováńı
funkćı. Nyńı ukážeme, jak tyto principy zobecnit na všechna ordinálńı č́ısla.

Lemma 7.21. Pokud α ∈ On, pak α ∪ {α} je nejmenš́ı ordinálńı č́ıslo věťśı než α.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že to je ordinálńı č́ıslo. Protože je α tranzitivńı, tak α∪{α}
je taky tranzitivńı (snadný rozbor př́ıpad̊u). Protože α ⊆ On, tak dokonce je α∪ {α}
tranzitivńı množina ordinálńıch č́ısel, podle Lemma 7.18 je tedy také ordinálńım
č́ıslem. Nyńı, že je nejmenš́ı větš́ı než α. Je-li β < α ∪ {α}, neboli β ∈ α ∪ {α}, pak
β ∈ α nebo β = α, tedy β ≤ α.
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Definice 7.22. Je-li α ordinálńı č́ıslo, tak ordinál α + 1 := α ∪ {α} nazýváme
následńıkem α, a ordinál α nazýváme předch̊udcem α+ 1.

Definice 7.23. Ordinálńı č́ıslo α je izolované, pokud α = 0 nebo α = β + 1 pro
nějaký ordinál β, jinak je α limitńı.

Př́ıklad. Př́ıklady izolovaných ordinálńıch č́ısel jsou všechna přirozená č́ısla nebo
ordinálńı č́ısla ω + 1, ω · 2 + 7 a ωω + 2, která zavedeme později. Př́ıklady limitńıch
ordinálńıch č́ısel jsou ω, ω + ω nebo ω · ω.

Věta 7.24 (Princip transfinitńı indukce). Necht’ A ⊆ On je tř́ıda taková, že pro
každé ordinálńı č́ıslo α ∈ On plat́ı α ⊆ A ⇒ α ∈ A, neboli

(∀β < α)(β ∈ A) =⇒ (α ∈ A). (7.1)

Potom A = On.
Ekvivalentně, necht’ φ(x) je vlastnost splňuj́ıćı, že pro každé ordinálńı č́ıslo α

plat́ı:
Jestlǐze φ(β) plat́ı pro všechna β < α, pak plat́ı i φ(α).

Pak φ(α) plat́ı pro všechna ordinálńı č́ısla α ∈ On.

D̊ukaz. Předpokládejme, že existuje γ ∈ On \A, a položme

S := {α ≤ γ |α /∈ A}.

Protože ordinálńı č́ısla jsou dobře uspořádaná, množina S má nejmenš́ı prvek α.
Jelikož každé β < α patř́ı do A, plyne z (7.1), že α ∈ A, což je spor.

Ekvivalenci obou formulaćı snadno źıskáme volbou tř́ıdy A = {x |φ(x)}, resp.
vlastnosti φ(x) ≡ (x ∈ A).

Princip transfinitńı indukce lze také formulovat zvlášt’ pro izolované a limitńı
ordinály, č́ımž źıskáme tvar bližš́ı obvyklé matematické indukci na přirozených č́ıslech.

Věta 7.25 (Princip transfinitńı indukce II). Necht’ A ⊆ On je tř́ıda splňuj́ıćı

(i) 0 ∈ A,

(ii) α ∈ A =⇒ α+ 1 ∈ A, . . . jedná se o běžnou indukci na ω,

(iii) je-li α limitńı ordinálńı č́ıslo a pro všechna β < α plat́ı β ∈ A, pak α ∈ A.

Potom A = On. Toto tvrzeńı opět lze snadno přepsat pomoćı vlastnosti φ(x).

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že tyto tři předpoklady implikuj́ı podmı́nku (7.1). Necht’ tedy
α je ordinálńı č́ıslo takové, že pro všechna β < α plat́ı β ∈ A.

Je-li α = 0, pak α ∈ A podle (i). Je-li α ≠ 0 izolované, tedy existuje-li β < α
takové, že α = β + 1, pak β ∈ A, a tud́ıž α ∈ A podle (ii). Je-li α limitńı ordinálńı
č́ıslo, dostáváme α ∈ A př́ımo z (iii).

Pomoćı transfinitńı indukce můžeme dokazovat vlastnosti r̊uzných nekonečných
struktur. Naproti tomu, transfinitńı rekurze nám umožňuje konstruovat r̊uzné ne-
konečně složité struktury a definovat funkce rekurzivńım zp̊usobem.

Věta 7.26 (O konstrukci transfinitńı rekurźı). Je-li G : V → V zobrazeńı, pak
existuje právě jedno zobrazeńı F : On→ V splňuj́ıćı

F (α) = G(F ↾ α). (7.2)

Jinými slovy, hodnotu funkce v ordinálńım č́ısle α je určená na základě ordinál̊u
β < α a hodnot funkce F v těchto ordinálech.
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Poznámka. Toto tvrzeńı se může zdát poněkud podezřelé, protože na prvńı pohled
tvrd́ı, že pro každou tř́ıdu G existuje tř́ıda F s určitou vlastnost́ı. Ale přitom nám
jazyk ZFC neumožňuje kvantifikovat přes tř́ıdy. Ve skutečnosti proto jde o schéma
vět, jedna pro každou konkrétńı tř́ıdu G. Tř́ıdu F nav́ıc nekvantifikujeme, protože
následuj́ıćı d̊ukaz ji explicitně zkonstruuje.

Poznámka. Dı́ky tomu, jak je definice F (α) pomoćı (β,F (β)) pro všechna β < α
obecná, můžeme funkce definovat mnoha daľśımi typy rekurze. Např́ıklad:

• F (α) = G
(
F [α]

)
= G

(
{F (β) |β < α}

)
,

• G : On×V→ V a F (α) = G(α,F ↾ α),

• Je-li α = β + 1 izolované ordinálńı č́ıslo, pak F (α) = G1(F (β)), zat́ımco pro
limitńı ordinálńı č́ısla je F (α) = G2(F [α]). Toto je asi neǰsikovněǰśı formulace.

D̊ukaz. Definujme A jako tř́ıdu všech
”
množinových aproximaćı“ zobrazeńı F . Jde o

množinová zobrazeńı f , jejichž definičńım oborem je nějaké ordinálńı č́ıslo β, a pro
všechna α < β plat́ı f(α) = G(f ↾ α). Nyńı definujeme F jako F :=

⋃
A. Je zřejmé,

že F ⊆ On×V. Ukážeme, že F : On→ V je jediné zobrazeńı splňuj́ıćı (7.2).
Nejprve ukážeme, že se aproximace F shoduj́ı. Necht’ f,f ′ ∈ A a α ∈ Dom(f) ∩

Dom(f ′). Tvrd́ıme, že f(α) = f ′(α). Podle Lemma 7.10 je Dom(f)∩Dom(f ′) ordinál
δ. Pro spor předpokládejme, že α ∈ δ je nejmenš́ı ordinál, pro který f(α) ̸= f ′(α).
Pak f ↾ α = f ′ ↾ α, takže f(α) = G(f ↾ α) = G(f ′ ↾ α) = f ′(α), což je spor.

Za druhé ověř́ıme, že F splňuje (7.2); tedy že pro všechna α ∈ Dom(F ) plat́ı
F (α) = G(F ↾ α). Necht’ α ∈ Dom(F ). Tento prvek lež́ı v definičńım oboru d́ıky
nějakému f ∈ A splňuj́ıćımu α ∈ Dom(f) a f(α) = G(f ↾ α). Zároveň plat́ı F (α) =
f(α) a F ↾ α = f ↾ α. Spojeńım těchto rovnost́ı tedy dostáváme F (α) = G(F ↾ α).

Dále ukážeme, že Dom(F ) = On. Nejprve dokážeme, že Dom(F ) je dolńı podtř́ıda
On. Předpokládejme, že α ∈ Dom(F ); tento prvek tam lež́ı d́ıky nějakému f ∈ A s
definičńım oborem δ > α. Je-li β < α, pak také β ∈ δ, a tud́ıž β ∈ Dom(F ).

Podle Důsledku 7.15 plat́ı bud’ Dom(F ) = On, což chceme dokázat, nebo
Dom(F ) = γ ∈ On. Předpokládejme pro spor, že Dom(F ) = γ. Pak je F množina,
protože Dom(F ) je množina, Rng(F ) je množina (s využit́ım axiomu nahrazeńı) a
F ⊆ Dom(F )× Rng(F ). To ale znamená, že F ∈ A, protože jeho definičńım oborem
je ordinál a již jsme ověřili, že splňuje vlastnost rekurzivńı definice.

Nyńı, když F ∈ A, definujeme o něco
”
deľśı“ funkci F1 := F ∪ {(γ,G(F ))};

všimněme si, že F = F1 ↾ γ. Dále si všimněme, že F1 ∈ A, protože Dom(F1) = γ + 1
je ordinál a F1 jsme definovali tak, aby splňovalo vlastnost rekurzivńı definice. Protože
F =

⋃
A, implikuje to F1 ⊆ F , ale pak γ ∈ Dom(F1) ⊆ Dom(F ) = γ, což je spor.

Ukázali jsme, že Dom(F ) = On.
Nakonec dokážeme jednoznačnost F . Pro spor předpokládejme, že existuje jiné

zobrazeńı F ′ ̸= F splňuj́ıćı tvrzeńı této věty. Protože je (On, <) dobře uspořádaná,
můžeme vźıt nejmenš́ı ordinál α, pro který F (α) ̸= F ′(α). Proto F ↾ α = F ′ ↾ α, a
tedy F (α) = G(F ↾ α) = G(F ′ ↾ α) = F ′(α), což je spor.

Věta 7.27. Axiom výběru implikuje princip maximality.

D̊ukaz. Necht’ (A, <R) je neprázdná uspořádaná množina, kde má každý řetězec
horńı mez, a pro spor předpokládejme, že A nemá žádný maximálńı prvek. Potom
každý řetězec C ⊆ A má dokonce striktńı horńı hranici x ∈ A splňuj́ıćı x > c pro
každé c ∈ C, jinak bychom měli maximálńı prvek.

Pomoćı axiomu výběru źıskáme selektor g na P(A) a pro každý řetězec C ⊆ A
vybereme takovou striktńı horńı hranici g(C) ∈ A. Zvoĺıme libovolný prvek a ∈ A a
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transfinitńı rekurźı definujeme funkci F : On→ A jako F (0) := a, a pro α > 0 jako
F (α) := g(F [α]). Tohle je korektńı d́ıky tomu, že stále prodlužujeme řetězec zač́ınaj́ıćı
v a. Ze stejného d̊uvodu je F prosté zobrazeńı z vlastńı tř́ıdy On do množiny A, což
je spor s axiomem nahrazeńı.

Poznámka. Správně bychom měli funkci F definovat pomoćı funkce G : V → V.
Tu můžeme definovat jako G(∅) := a, pro řetězec C ⊆ A jako G(C) := g(C), a pro
ostatńı množiny x ∈ V třeba jako G(x) := ∅.

Věta 7.28. Axiom výběru implikuje princip dobrého uspořádáńı.

Nástin d̊ukazu. Necht’ A je množina, a g selektor na P(A). Pomoćı transfinitńı
rekurze sestroj́ıme dobré uspořádáńı množiny A. Definujeme funkci f(0) := g(A),
f(β) := g(A\f [β]), takže pro β si z A vyberu nějaký prvek, který jsem ještě nepoužil.
Vlastně si prvky té množiny A oč́ıslujeme ordinálńımi č́ısly. Pro a ∈ A označme jako
αa jednoznačně určený ordinál co jsme přǐradili prvku a. Nyńı můžeme definovat
dobré uspořádáńı R na A jako a <R b ⇐⇒ αa < αb.

Posledńı dvě věty, společně s Větou 6.32 a Úlohou 6.36, ukazuj́ı, že:

Věta 7.29. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou v ZF ekvivalentńı.

(1) Axiom výběru.

(2) Princip dobrého uspořádáńı.

(3) Princip maximality.

Úloha 7.30 (AC). Dokažte, že každý vektorový prostor (i nekonečné dimenze) má
bázi. Báze vektorového prostoru V je množina vektor̊u B ⊆ V taková, že každá
konečná podmnožina A ⊆ B je lineárně nezávislá, a každý vektor v ∈ V je možné
vyjádřit jako lineárńı kombinaci konečně mnoha vektor̊u z B.

Nápověda. Zkuste to dvěma zp̊usoby: můžete bud’ př́ımo z principu maximality, nebo
pomoćı transfinitńı rekurze a axiomu výběru.

7.7 Ordinálńı aritmetika

Z toho, co jsme zat́ım o ordinálńıch č́ıslech dokázali, možná neńı jasné, proč se
jim ř́ıká ordinálńı č́ısla. Základy ordinálńı aritmetiky by tuto záhadu měly objasnit.11

Připomeňme, že lexikografické uspořádáńı kartézského součinu A × B dvou
uspořádaných množin (A, <R) a (B, <S) je definováno jako

(a1, b1) <L (a2, b2) ⇐⇒

{
a1 < a2, nebo

a1 = a2 ∧ b1 < b2.

Pokud jsou A a B dobře uspořádané, pak je lex. uspořádáńı A×B také dobré.

Definice 7.31. Pro ordinálńı č́ısla α a β definujeme ordinály

(a) α+ β jako typ uspořádáńı množiny ({0} × α) ∪ ({1} × β) při lexikografickém
uspořádáńı,

(b) α · β jako typ uspořádáńı množiny β × α při lexikografickém uspořádáńı.

11Doporučuji také shlédnout následuj́ıćı video od Vsauce, které hezky ilustruje, jak z již existuj́ıćıch
ordinál̊u konstruovat větš́ı: https://www.youtube.com/watch?v=SrU9YDoXE88.
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Všimněte si, že naše předchoźı značeńı α ∪ {α} jako α + 1 je s výše uvedenou
definićı konzistentńı. Můžeme si α+β představit jako hromádku zmenšuj́ıćıch se tyček
oč́ıslovaných pomoćı prvk̊u α, za kterou následuje daľśı hromádka tyček, oč́ıslovaná
pomoćı prvk̊u β. Všimněme si, že v definici α · β použ́ıváme β × α. Ordinál α · β
si lze představit tak, že vezmeme hromádku tyček oč́ıslovanou pomoćı β a každou
tyčku nahrad́ıme kopíı α (hromádkou tyček očislovaných pomoćı α).

Obrázek 1: Reprezentace ordinálu ω ·ω. Každá tyčka odpov́ıdá ordinálu tvaru ω ·m+n,
kde m a n jsou přirozená č́ısla [4].

S touto intuićı by nemělo být překvapeńım, že ordinálńı sč́ıtáńı a násobeńı obecně
nejsou komutativńı. Zřejmě 1 + ω = ω, ale ω + 1 ̸= ω. Co se týče násobeńı, uvažme
2 · ω, typ uspořádáńı spočetně nekonečně mnoha kopíı {0, 1} poskládaných za sebou.
To lze zjevně oč́ıslovat pomoćı ω, takže 2 · ω = ω. Ale ω · 2 je typ uspořádáńı dvou
po sobě jdoućıch kopíı ω. Když se je pokuśıme oč́ıslovat pomoćı prvk̊u ω, vyčerpáme
všechna n ∈ ω k označeńı prvńı kopie, a pro druhou kopii budeme potřebovat daľśı
ordinály. Proto ω · 2 > ω.

Pozorováńı 7.32. Pro libovolné ordinály α, β, γ a přirozené č́ıslo n ∈ ω plat́ı, že

(a) α+ 0 = α = 0 + α, α · 0 = 0 = 0 · α, α · 1 = α = 1 · α,

(b) α+ (β + γ) = (α+ β) + γ, α · (β · γ) = (α · β) · γ,

(c) α · 2 = α+ α, α · 3 = α+ α+ α, α · (n+ 1) = α · n+ α.

Definice 7.33. Pro ordinálńı č́ısla α a β definujeme ordinál αβ rekurzivně12 jako

(i) α0 := 1,

(ii) αβ+1 := αβ · α,

(iii) pokud je β limitńı ordinál, pak αβ := sup{αγ | 0 < γ < β}.
Abychom źıskali trochu intuice, uvažme ordinál ω2 = ω · ω. Ten reprezentuje

několik kopíı ω uspořádaných stejným zp̊usobem jako ω. Pro konstrukci ω3 = (ω ·ω)·ω
vezmeme několik kopíı ω2 a uspořádáme je podle ω. Pokud tento proces zopakujeme
ω-krát, dostaneme se až k ordinálu ωω. Můžeme pokračovat a źıskávat stále větš́ı a

větš́ı ordinály, jako jsou ω(ωω) nebo ω(ω(ωω)). Nakonec zkonstruujeme ordinál

ε0 := sup
{
ω, ωω, ωωω

, ωωωω

, . . .
}
,

který úzce souviśı s Peanovou aritmetikou. Může být překvapivé, že tento ordinál je
stále spočetný a v jistém smyslu poměrně malý, i na spočetné ordinály.

Úloha 7.34. Zkuste zkonstruovat prvńı nespočetný ordinál ω1, nebo alespoň dokázat
jeho existenci.

12Rozmyslete si, jak přesně zde formálně využ́ıváme konstrukci transfinitńı rekurźı.
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8 Aplikace ordinálńıch č́ısel

Předvedeme si, že ordinálńı č́ısla jsou užitečná i mimo teorii množin.

8.1 Transfinitńı rekurze v geometrie

Nejprve uvedeme dvě tvrzeńı, která je možné dokázat bez rekurze (zkuste to).

Úloha 8.1. R3 je sjednoceńım navzájem mimoběžných př́ımek.

Úloha 8.2. R3 je sjednoceńım navzájem disjunktńıch kružnic.

V této sekci dokážeme následuj́ıćı větu:

Věta 8.3 (AC). R3 je sjednoceńım navzájem disjunktńıch jednotkových kružnic.

Pro d̊ukaz této věty se nám bude hodit znát kardinálńı č́ısla. Podobně jako ordinály
reprezentuj́ı typy dobře uspořádaných množin, kardinály reprezentuj́ı velikosti dobře
uspořádaných množin. Podrobněji se jim budeme věnovat v Sekci 9, ale zat́ım si je
aspoň definujeme.

Definice 8.4 (Kardinálńı č́ıslo). Ordinál κ je kardinálńı č́ıslo, pokud

(∀α ∈ On)(α < κ =⇒ α ≺ κ).

Pokud množina x splňuje x ≈ κ pro nějaký kardinál κ, pak definujeme |x| := κ
a ř́ıkáme, že κ je mohutnost (nebo kardinalita) množiny x. Snadno se ukáže že
mohutnost |x| je definovaná ⇐⇒ množinu x lze dobře uspořádat. Ovšem jelikož
předpokládáme axiom výběru, tak každou množinu lze dobře uspořádat. Speciálně
lze uspořádat množinu reálných č́ısel. Jej́ı mohutnost znač́ıme

|R| = c

a nazýváme ji kontinuum.
Dále se nám bude hodit následuj́ıćı fakt:

Fakt 8.5 (AC). Pokud jsou A a B nekonečné množiny, potom

|A ∪B| = |A×B| = max
{
|A|,|B|

}
.

Nav́ıc pokud |A| > |B|, pak |A \B| = |A|.

Tedy speciálně |A×A| = |A| a indukćı |An| = |A| pro každé nenulové n ∈ ω.

D̊ukaz Věty 8.3. Podle předchoźıho faktu |R3| = c, tud́ıž můžeme R3 dobře uspořádat
podle typu c a oč́ıslovat body x ∈ R3 ordinálńımi č́ısly jako

R3 = {xα |α < c}.

Pomoćı transfinitńı rekurze nyńı definujeme množinu
〈
Cα |α < c

〉
disjunktńıch (až

na identické opakováńı, jak záhy zd̊uvodńıme) jednotkových kružnic Cα ⊆ R3 tak,
aby vždy xα ∈ Cα, a tud́ıž ⋃

α<c

Cα = R3.

Všimněme si, že se může stát, že v době kdy se dostaneme k ordinálu α, jsme bod xα
již pokryli nějakou kružnićı Cβ pro β < α. Potom prostě polož́ıme Cα := Cβ. Tyto
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dvě kružnice sice nebudou disjunktńı, ale to nevad́ı, protože jde o jednu a tu samou
kružnici

Předpokládejme, že jsme v kroku α < c, a body xβ pro β < α jsme již pokryli
kružnicemi Cβ pro β < α. Pokud xα lež́ı na nějaké z kružnic Cβ , polož́ıme Cα := Cβ .
Jinak již zkonstruované kružnice Cβ definuj́ı méně než c zakázaných nadrovin (nejhorš́ı
př́ıpad: všechny kružnice lež́ı v r̊uzných nadrovinách). Bodem xα ovšem procháźı
celkem |R× R| = c nadrovin (každá nadrovina je určena třemi body). Tedy existuje
nadrovina H procházej́ıćı bodem xα, ve které nelež́ı žádná z kružnic Cβ pro β < α.

Může se stát, že některá z již zkonstruovaných kružnic Cβ nadrovinu H prot́ıná;
bud’ v jednom, nebo ve dvou bodech. Pr̊useč́ık̊u je ovšem méně než c:

P :=
⋃
β<α

(H ∩ Cβ) ⪯ 2× α ≈ α ≺ c.

Chceme naj́ıt nějakou kružnici co lež́ı v nadrovině H, ale neprot́ıná žádný z pr̊useč́ık̊u
p ∈ P . Každý bod p ∈ P určuje nejvýše 2 jednotkové kružnice procházej́ıćıch body
xα a p. Počet zakázaných kružnic je tedy nejvýše |2× P | < c. Protože jednotkových
kružnic C ⊆ H procházej́ıćıch bodem xα ∈ H je kontinuum mnoho, tak pomoćı
axiomu výběru13 lze zvolit kružnici Cα ⊆ H procházej́ıćı bodem xα, která neńı
zakázaná. Tud́ıž xα ∈ Cα, a nav́ıc Cβ ∩ Cα = ∅ pro každé β < α.

Až transfinitńı rekurze
”
magicky“ doběhne až k c, budeme mı́t hotovo.

Úloha 8.6 (AC). Dokažte, že v R2 existuje množina, která má s každou př́ımkou
společné právě dva body. Hyperbola je k tomu docela bĺızko, ale ne úplně.

Nápověda. Použijte podobnou strategii jako v d̊ukazu předchoźı věty.

8.2 Kumulativńı hierarchie množin

Motivace pro tuto sekci je následuj́ıćı: v teorii graf̊u často
”
ztotožňujeme“ izomorfńı

grafy, protože nás zaj́ımá pouze jejich struktura, ne pojmenováńı vrchol̊u. Ale jak to
udělat formálně?

Konečné grafy a grafy s omezenou velikost́ı Pokud pracujeme pouze s
konečnými grafy, můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že jejich vrcholy jsou
přirozená č́ısla. V takovém př́ıpadě existuje pouze spočetně mnoho neizomorfńıch
graf̊u a každá tř́ıda izomorfismu je spočetná; formálně tak lze pracovat bud’ s tř́ıdami
izomorfismu, nebo pomoćı axiomu výběru zvolit z každé tř́ıdy nějakého kanonického
reprezentanta. Podobná je i situace, kdy uvažujeme pouze grafy, jejichž velikost je
omezena nějakým kardinálem κ.

Problém se tř́ıdou všech graf̊u Pokud však připust́ıme grafy libovolné nekonečné
velikosti, pak oba tyto př́ıstupy selžou. Neizomorfńıch graf̊u je vlastńı tř́ıda (kardinál̊u
je vlastńı tř́ıda a pro každý kardinál κ můžeme definovat úplný graf na κ vrcholech),
takže výběr reprezentanta z každé tř́ıdy izomorfismu by vyžadoval selektor na vlastńı
tř́ıdě, což nám axiom výběru neposkytuje. Nav́ıc každá z tř́ıd izomorfismu je rovněž
vlastńı tř́ıdou (a to i za předpokladu, že oborem vrchol̊u graf̊u jsou pouze ordinálńı
č́ısla). Tř́ıda tř́ıd izomorfismu tud́ıž neexistuje (vlastńı tř́ıdy nemohou být prvky
jiných tř́ıd), a tak nemůžeme pracovat ani s tř́ıdami izomorfismu. Mohli bychom
ještě v́ıce omezit, co považujeme za graf (co mohou být vrcholy), a možná by se
nám povedlo zajistit, že tř́ıdy izomorfismu by byly množiny; existuje však mnohem
elegantněǰśı zp̊usob známý jako Scott̊uv trik.

13Formálně použijeme selektor na množině P
(
{C |C je jednotková kružnice v R3}

)
.
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Scott̊uv trik a typy graf̊u Každému grafu G přǐrad́ıme množinu τ(G) zvanou
jeho typ, takovou, že

G ∼= H ⇐⇒ τ(G) = τ(H).

Typ grafu nám tedy poskytuje veškeré informace spojené s jeho strukturou až na
izomorfismus, což nám umožňuje formálně pracovat s typy graf̊u.

Kumulativńı hierarchie množin Nep̊ujdeme do detail̊u, ale hlavńı myšlenka je
definovat hierarchii množin

V0 := ∅, Vα+1 := P(Vα), Vλ :=
⋃
α<λ

Vα

kde λ je limitńı ordinál. Z axiomu fundovanosti se pak dá dokázat (dokonce mu to je
ekvivalentńı), že každá množina x se dř́ıve nebo později objev́ı v nějakém kroku Vα.
Dı́ky tomu lze definovat rank množiny x jako

ϱ(x) := min{α |x ⊆ Vα}.

Typ grafu G pak definujeme jako množinu

τ(G) :=
{
H

∣∣H ∼= G ∧ (∀H ′)
(
H ′ ∼= G⇒ ϱ(H) ≤ ϱ(H ′)

)}
.

Typ grafu G je tedy množina všech jemu izomorfńıch graf̊u s minimálńım možným
rankem α. Všimněme si, že to opravdu je množina, protože τ(G) ⊆ Vα+1.

Úloha 8.7. Necht’ (A, ≤) je částečně uspořádaná vlastńı tř́ıda s tou vlastnost́ı, že
každá neprázdná podmnožina B ⊆ A obsahuje minimálńı prvek. Dokažte, že potom
dokonce každá neprázdná podtř́ıda B ⊆ A obsahuje minimálńı prvek.

Poznámka. To, že zde kvantifikujeme vlastńı tř́ıdy, je v pořádku, viz konec Sekce 4.1.

Nápověda. Pro spor předpokládejte, že nějaká podtř́ıda B ⊆ A neobsahuje žádný
minimálńı prvek, a pokuste se naj́ıt podmnožinu X ⊆ B, která také nemá žádný
minimálńı prvek. Využijte, že každá úroveň Vα kumulativńı hierarchie je množinou.
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9 Kardinálńı č́ısla

V této sekci poskytneme ochutnávku navazuj́ıćıho předmětu NMAI074. Všechny
d̊ukazy a podrobněǰśı vysvětleńı lze naj́ıt ve skript́ıčkách [6] k tomuto předmětu.

Podobně jako ordinálńı č́ısla reprezentuj́ı typy uspořádáńı dobře uspořádaných
množin, kardinálńı č́ısla reprezentuj́ı velikosti dobře uspořádaných množin.

Definice 9.1 (Kardinálńı č́ıslo). Ordinál κ je kardinálńı č́ıslo, pokud

(∀α ∈ On)(α < κ =⇒ α ≺ κ).

Tř́ıdu všech kardinálńıch č́ısel označ́ıme Cn.

Každé n ∈ ω a ω jsou kardinálńı č́ısla. Pokud α ≥ ω, pak α+ 1 neńı kardinálńı
č́ıslo; tud́ıž každé nekonečné kardinálńı č́ıslo je limitńı ordinálńı č́ıslo. Ne každé limitńı
ordinálńı č́ıslo je ale kardinálńı č́ıslo: např́ıklad ω + ω > ω, ale ω + ω ≈ ω, takže
ω + ω neńı kardinálńı č́ıslo. Podle stejné úvahy neńı žádný spočetný ordinál α > ω
kardinálńı č́ıslo. Na druhou stranu, prvńı nespočetný ordinál ω1 je kardinálńı č́ıslo.

Pokud množina x splňuje x ≈ κ pro nějaký kardinál κ, pak definujeme |x| := κ a
ř́ıkáme, že κ je mohutnost (nebo kardinalita) množiny x. Všimněme si, že pokud je α
ordinál, pak |α| ≤ α, a nav́ıc jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

(1) |α| = α,

(2) α je kardinálńı č́ıslo,

(3) α je prvńı ordinál s mohutnost́ı |α|.

Pozorováńı 9.2. Pokud maj́ı množiny x a y definované své mohutnosti, pak

(a) x ≈ y ⇐⇒ |x| = |y|,

(b) x ≈ |x|.

Pozorováńı 9.3. Mohutnost |x| je definována ⇐⇒ x lze dobře uspořádat.

D̊ukaz. Pokud lze x dobře uspořádat, pak |x| je nejmenš́ı typ uspořádáńı z dobrých
uspořádáńı množiny x, jelikož každé z těchto uspořádáńı indukuje bijekci mezi x a
ordinálńım typem daného uspořádáńı. Na druhou stranu, pokud je |x| = κ definováno,
pak můžeme x dobře uspořádat přeneseńım uspořádáńı z κ.

9.1 Alefy

Kardinálńı č́ısla jsou uzavřená na suprema: Pokud by λ = supκi nebyl kardinál,
pak |λ| < λ. Protože je λ supremum, existuje nějaké κj takové, že |λ| < κj ≤ λ. To
je ale ve sporu s t́ım, že κj je kardinál.

Lze také ukázat, že pro každý kardinál existuje větš́ı kardinál. Proto je tř́ıda
všech kardinál̊u Cn vlastńı tř́ıda; jinak by jej́ı supremum bylo největš́ım kardinálem.
Z toho, že Cn je vlastńı tř́ıda ordinál̊u uzavřená na suprema, lze dokázat, že existuje
jednoznačně určené, rostoućı, bijektivńı zobrazeńı ℵ : On → Cn \ ω, enumeruj́ıćı
nekonečná kardinálńı č́ısla, které splňuje ℵ(α) = sup{ℵ(β) |β < α} pro každý limitńı
ordinál α. Cantor zavedl pro označeńı této funkce symbol ℵ (

”
alef“), prvńı ṕısmeno

hebrejské abecedy; jej́ı hodnoty ℵ(α) se znač́ı jako ℵα.
Historicky nebyly ordinály a kardinály konkrétńı množiny, ale abstraktńı koncepty:

ordinály popisovaly typy dobrého uspořádáńı, zat́ımco kardinály měřily velikost. Toto
rozlǐseńı vedlo k vývoji dvou paralelńıch systémů značeńı, ωα a ℵα. Von Neumannova
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množinová definice ordinál̊u tyto myšlenky sjednotila t́ım, že poskytla kanonické
reprezentanty pro typy dobrých uspořádáńı. Dnes často ṕı̌seme ωα, když uvažujeme
kardinál ℵα jakožto ordinál s jeho dobrým uspořádáńım. Konkrétně prvńı nespočetný
ordinál se znač́ı jako ω1, a prvńı nekonečný kardinál jako ℵ0 = ω.

Následńık kardinálu κ je nejmenš́ı kardinál větš́ı než κ a znač́ıme ho κ+. Dále
ř́ıkáme, že κ je předch̊udce kardinálu κ+. Pokud kardinál λ nemá žádného předch̊udce
a λ ̸= 0, tak je limitńı; jinak je izolovaný.

Př́ıklad. Zjevně ℵα+1 = ℵ+α jsou izolované kardinály a ℵ0 je limitńı kardinál. Je
snadné ukázat, že ℵα pro α > 0 je limitńı kardinál ⇐⇒ α je limitńı ordinál.

9.2 Vlastnosti nekonečných kardinál̊u

Definice 9.4. Pokud jsou κ a λ kardinálńı č́ısla, definujeme kardinály

(a) κ+ λ := |({0} × κ) ∪ ({1} × λ)|,

(b) κ · λ := |λ× κ|,

Jinými slovy, κ+λ a κ ·λ jsou kardinálńı č́ısla, která reprezentuj́ı velikost množiny
na pravé straně rovnice, zat́ımco ordinálńı sč́ıtáńı a násobeńı vyjadřuj́ı typ uspořádáńı
téže množiny při lexikografickém uspořádáńı. Všimněme si, že kardinálńı sč́ıtáńı a
násobeńı jsou asociativńı, komutativńı a distributivńı. Ordinálńı sč́ıtáńı a násobeńı
jsou asociativńı, ale obecně nejsou komutativńı ani distributivńı zprava. Intuitivně je
to proto, že ordinálńı operace si muśı pamatovat uspořádáńı daných ordinál̊u.

Věta 9.5. Pro každý ordinál α plat́ı |ℵα × ℵα| = ℵα.

Z toho neńı těžké ukázat, že pokud jsou κ a λ kardinály a alespoň jeden z nich je
nekonečný, pak κ+λ = max{κ, λ}. Pokud jsou nav́ıc nenulové, pak κ ·λ = max{κ, λ}.
Při aplikaci na nekonečné množiny dostáváme:

Důsledek 9.6 (AC). Pokud jsou A a B nekonečné množiny, potom

|A ∪B| = |A×B| = max
{
|A|,|B|

}
.

Dále, pokud |A| > |B|, pak |A \B| = |A|.

Lemma 9.7 (AC). Pro libovolnou množinu S plat́ı, že |
⋃
S| ≤ |S| · sup{|A| |A ∈ S}.

Důsledek 9.8 (AC). Sjednoceńı libovolného systému ℵα množin, z nichž každá má
mohutnost nejvýše ℵα, má mohutnost nejvýše ℵα.

9.3 Regulárńı kardinály

Dirichlet̊uv princip ř́ıká, že ω nelze rozdělit na konečně mnoho konečných množin,
neboli ekvivalentně, že pokud je A ⊆ ω konečná, pak sup(A) < ω. Kardinál ℵ0 = ω
tedy neńı možné

”
dosáhnout“ zespodu pomoćı žádné podmnožiny s menš́ı mohutnost́ı.

Nekonečné kardinály s touto vlastnost́ı se nazývaj́ı regulárńı.

Definice 9.9 (Kofinalita). Podmnožina A ⊆ α limitńıho ordinálu α je kofinálńı v
α, pokud sup(A) = α (limitou rostoućı posloupnosti prvk̊u A je α). Kofinalita α je

”
délka“ nejkratš́ı rostoućı posloupnosti s limitou α:

cf(α) := min
{
typ uspořádáńı (A, ≤)

∣∣A ⊆ α ∧ sup(A) = α
}
.

57



Lze ukázat, že cf(α) je rovna minimálńı velikosti |A| kofinálńı podmnožiny A ⊆ α,
takže kofinalita je vždy nekonečný kardinál. Proto ω ≤ cf(α) ≤ |α|.

Definice 9.10 (Regulárńı kardinál). Nekonečné kardinálńı č́ıslo κ je regulárńı kardinál,
pokud cf(κ) = κ, a singulárńı kardinál v opačném př́ıpadě.

Regulárńı kardinály se chovaj́ı podobně jako ω v tom, že jsou téměř uzavřené
na suprema: dokud je délka posloupnosti menš́ı než κ, limita nikdy nedosáhne κ.
Ekvivalentně to můžeme vyjádřit pomoćı sjednoceńı menš́ıch množin.

Věta 9.11. Nekonečné kardinálńı č́ıslo κ je singulárńı ⇐⇒ existuje množina X
taková, že κ =

⋃
X, kde |X| < κ a |x| < κ pro všechna x ∈ X.

Důsledek 9.12 (AC). Každý nekonečný izolovaný kardinál ℵα+1 je regulárńı.

D̊ukaz. Kdyby byl singulárńı, podle předchoźı věty by se dal zapsat jako sjednoceńı
nejvýše ℵα množin mohutnosti nejvýše ℵα. Ale potom by podle Důsledku 9.8 sám
měl mohutnost nejvýše ℵα, což je spor.

9.4 Kardinálńı aritmetika

Kardinálńı aritmetika studuje nekonečné součty a součiny kardinálńıch č́ısel, a
také vlastnosti kardinálńı mocniny. My se zaměř́ıme pouze na kardinálńı mocninu.

Definice 9.13. Pro kardinálńı č́ısla κ a λ definujeme kardinál

κλ := |λκ| = |{f | f : λ→ κ}|.

Poznámka. Aby definice kardinálńı mocniny κλ dávala dobrý smysl, tak muśıme
předpokládat axiom výběru. Jinak by množinu na právě straně rovnice nemuselo j́ıt
dobře uspořádat a jej́ı mohutnost by nebyla definovaná. Proto budeme ve zbytku
této sekce vždy předpokládat axiom výběru.

Všimněme si, že 2λ = |P(λ)|, jelikož P(λ) ≈ λ2. Speciálně |R| = 2ω. Cantorova
věta tedy ř́ıká, že pro každý kardinál κ plat́ı κ < 2κ.

Pozorováńı 9.14. Pro libovolné kardinály κ, λ a n ∈ ω plat́ı

(a) 00 = 1, λ > 0 =⇒ 0λ = 0,

(b) κ0 = 1, 1λ = 1,

(c) pokud κ ≥ ω a n > 0, pak κn = κ. . . . indukćı z κ · κ = κ

Úloha 9.15. Dokažte z definice kardinálńı mocniny, že plat́ı

(a) pokud 0 < κ ≤ µ a λ ≤ ν potom κλ ≤ µν ,

(b) κµ+ν = κµ · κν ,

(c) (κµ)ν = κµ·ν .

Tud́ıž pro kardinálńı mocninu plat́ı klasická pravidla pro práci s exponenty.

Věta 9.16. Pro libovolné kardinály κ a λ ≥ ℵ0 plat́ı, že

(a) pokud 2 ≤ κ ≤ λ, potom κλ = 2λ, . . . speciálně κκ = 2κ

(b) pokud λ ≤ κ, potom (κ+)λ = κλ · κ+, . . . speciálně (κ+)κ = 2κ · κ+ = 2κ

(c) pokud κ je limitńı kardinál a λ < cf(κ), potom κλ = supµ<κ µ
λ,

(d) pokud λ ≥ cf(κ), potom κλ > κ.
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9.5 Zobecněná hypotéza kontinua

Připomeňme, že hypotéza kontinua (CH) tvrd́ı, že neexistuje žádná množina x
taková, že ω ≺ x ≺ R. Pomoćı kardinálńı mocniny ji můžeme v ZFC zapsat jako

2ℵ0 = ℵ1.

Zobecněná hypotéza kontinua (GCH) tvrd́ı, že

(∀α ∈ On) : 2ℵα = ℵα+1.

Gödel (1940) dokázal, že GCH je konzistentńı s ZFC, a Cohen (1963) dokázal, že jej́ı
negace ¬GCH je také konzistentńı.

Čili to, zda zobecněné hypotéze kontinua věř́ıme, je čistě filozofické rozhodnut́ı; z
pohledu logiky jsou obě možnosti stejně dobré. Ovšem z pohledu kardinálńı aritmetiky
je platnost GCH určitě výhodněǰśı, protože trivializuje výpočet kardinálńıch mocnin:

Úloha 9.17. Dokažte, že z GCH plyne, že pro libovolné kardinály κ ≥ ℵ0 a λ plat́ı

(i) pokud 0 < λ < cf(κ), pak κλ = κ,

(ii) pokud cf(κ) ≤ λ ≤ κ, pak κλ = κ+,

(iii) pokud κ ≤ λ, pak κλ = λ+.

Nápověda. Použijte Větu 9.16 a transfinitńı indukci podle α, kde κ = ℵα.

9.6 Velké kardinály

Vı́me, že ℵ0 je regulárńı a že v ZFC je každý nekonečný izolovaný kardinál ℵα+1

také regulárńı. Možná poněkud překvapivě nelze z axiomů ZFC dokázat existenci
jiného limitńıho regulárńıho kardinálu než ℵ0 = ω, protože by to umožnilo zkon-
struovat model ZFC uvnitř ZFC, což by bylo ve sporu s Gödelovou druhou větou o
neúplnosti (ZFC by dokázala svoji vlastńı konzistenci). Tyto hypotetické kardinály
poprvé navrhl Felix Hausdorff v roce 1908, a dnes je nazýváme slabě nedosažitelné.
Pokud slabě nedosažitelný kardinál κ nav́ıc splňuje, že pro všechny kardinály λ < κ
plat́ı 2λ = |P(λ)| < κ, pak je κ silně nedosažitelný.14

Mnoho problémů v teorii množin a nekonečné kombinatorice vede na otázku,
zda existuj́ı kardinály s určitými vlastnostmi. Pokud existenci takových kardinál̊u
nelze v ZFC dokázat, nazývaj́ı se velké kardinály. Tvrzeńı, která prohlašuj́ı, že takové
kardinály existuj́ı, se občas nazývaj́ı silné axiomy nekonečna a tvoř́ı neuvěřitelné
komplexńı hierarchii. Nedosažitelné kardinály jsou ty nejslabš́ı z těchto axiomů.

Některá tvrzeńı lze dokázat pouze za předpokladu př́ıslušných velkých kardinál̊u.
Potom je potřeba mı́t v́ıru v korektnost takového předpokladu, protože ZFC nemůže
dokázat jeho bezespornost.

Slabě kompaktńı kardinály Uvedeme ještě jeden druh velkých kardinál̊u. Slavná
Ramseyova věta ř́ıká, že pokud obarv́ıme hrany úplného grafu na ℵ0 = ω vrcholech
červeně a modře, tak vždy najdeme nekonečnou jednobarevnou kliku.

Ovšem ZFC neumı́ dokázat existenci žádného daľśıho kardinálu s touto vlastnost́ı:
nespočetného kardinálu κ, který splňuje, že kdykoli obarv́ıme hrany úplného grafu
na κ vrcholech červeně a modře, tak vždy najdeme jednobarevnou kliku velikosti κ.
Kardinálńı č́ısla s touto vlastnost́ı se nazývaj́ı slabě kompaktńı, a jelikož se dá dokázat,
že muśı být silně nedosažitelná, tak jsou to velké kardinály.

14Důvod, proč existenci silně nedosažitelného kardinálu κ neńı možné dokázat, je ten, že by
úroveň Vκ kumulativńı hierarchie množin (viz Sekce 8.2) už byla dost uzavřená na to, aby splňovala
všechny axiomy ZFC. Jinými slovy bychom byli schopni zevnitř ZFC dokázat, že ZFC má model.
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