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Uvodni slovo

Tento text slouzi jako skripticka k predmétu NAIL063, vyucovaného na MFF
UK. Je zalozen na mych poznamkéch z roku 2024, kdy tento predmét vyucoval docent
Jan Kyncl. Prednéaska vychazi z prvni a za¢atku druhé kapitoly uc¢ebnice Balcara a
Stépanka [1]. Velmi hezké povidani o zakladech teorie mnozin, které napsal Mirek
Olsdk, je také na webu matematického korespondenéniho seminéie [5].

Pokud jste v textu nasli néjaky pieklep nebo chybu, at uz stylistickou, ¢i mate-
matickou, napiSte mi prosim na smolikj@matfyz.cz.
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1 Cantorova naivni teorie mnozin

Naivni teorif myslime teorii, kterd nema formalné dané axiomy. Misto toho se na
jeji popis pouziva prirozeny jazyk. Na mnoziny pohlizi jako na soubory libovolnych
,veéci“. Tento pristup je intuitivni a ve vétSiné piipadu zcela dostacujici. Bézné v
matematice pracujeme s mnozinami timto zpusobem a ni¢emu to nevadi. Ale ukaze
se, ze to vede k celé fadé paradoxu.

Sam Cantor si byl napiiklad védom toho, Ze jeho teorie pripousti existenci
mnoziny vSech mnozin, pfestoze z Cantorovy véty vyplyva, ze mnozina vSech mnozin
neexistuje. Tento paradox ale nebyl natolik zasadni, aby donutil Cantora prehodnotit
svoji teorii.

naivni teorii a dal vzniknout axiomatickym teoriim mnozin, byl Russeluv paradox.

1.1 Russeltv paradox

Jako prvni ho ziejmé objevil matematik Ernst Zermelo roku 1899, ale své zjisténi
nezvetejnil. Publikoval ho az Russell v roce 1901. Navrh prvni teorie, kterd se tomuto
paradoxu snazila vyhnout, pfisel od Zermela v roce 1908. Matematik Abraham
Fraenkel ovsem roku 1921 poukazal na to, ze v Zermelové teorii neni mozné dokéazat
existenci nékterych mnozin, jejichz existenci vétsina tehdejsich mnozinovych teoretiku
povazovala za samoziejmou. Nasledujici rok navrhl upravu axiomu této teorie, ¢imz
vznikla dnes velmi rozsifend Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin (ZF).

Definice 1.1. Mnozina M je krotkd pokud M ¢ M; jinak je divokd.

Napitiklad mnoZina vsech zvitat je krotkd, zatimco mnoZina vsech véci, které
nejsou cajové lZicky je divoka. Zajimava je tfreba mnoZina vsech véci, na které prdvé
myslim. Vétsinou je krotkd, ale pravé ted, kdyz pisu tuto vétu, je divoka.

Podivejme se na mnozinu vSech krotkych mnozin M = {z|x je krotkd}. Je
krotka, nebo divoka? Pokud je krotka, potom spliiuje definiéni podminku M, tedy
M € M, takze je divoka. Pokud je divoka, potom nespliiuje defini¢ni podminku M,
tedy M ¢ M, takze je krotka. Cili je krotkd <= je divoka.

Russeluv paradox ndm ukazuje, Ze musime né&jak omezit, co vie muze byt
mnozinou.

1.2 Berryho paradox

Berryho paradox naopak ukazuje, ze definice pomoci pfirozeného jazyka mohou
vést k paradoxim. Proto se budeme snazit véci definovat jazykem matematické logiky.
Paradox zni nasledovné:

Oznatme m nejmensi prirozené ¢islo, které nelze definovat méné nez sto pismeny.

Anglicka abeceda 4+ mezera = 27 znaku, takze celkem 27'% kombinaci, tedy
takovéto m existuje. Vime, Zze m nelze definovat méné nez sto znaky, ale véta vyse
(kterd mé urcité méné nez sto znaku) jej definuje.



2 Nejprve trochu logiky

2.1 Jazyk teorie mnozin

Jazyk teorie mnozin je (€) s rovnosti, kde € je binarni rela¢ni symbol. Mohli

)

bychom uvazovat i jazyk bez rovnosti a pridat novy binarni rela¢ni symbol ‘=’ a
axiomy rovnosti. V kazdém jazyku je implicitné

e spocetné mnoho symbolt pro proménné: x1,x2, x3, ...,
e pro kazdou proménnou = dva symboly s kvantifikatory: (Vz), (3z),
e symboly pro logické spojky a pro negaci: -, A,V, = |, <= |
e carka a zavorky.
Tento jazyk jesté rozsifime o nékolik zkratek. Konkrétné definujme
s rFy=-w=y,
cxdy=-xeEy,
e s Cy=Vz)(zex=z€y),
ez Cy=xCyAzx#y,
e rcCcycz=reyNycez,

kde ‘=’ vyjadiuje, Ze vyraz nalevo bude od ted ekvivalentn{ vyrazu napravo.

2.2 Termy a formule

Nyni uvazujme obecny jazyk L s mnozinou relaénich symboli R a mnozinou
funkénich symbolia F. Konstantni symboly jsou funkéni symboly arity nula.

Definice 2.1. Termy jazyka L jsou koneéné napisy definované induktivneé:
e kazda proménnd a kazdy konstantni symbol z L je term,
e pro funkéni symbol f arity n a termy t1,...,t, je term i ndpis f(t1,...,tp).

Definice 2.2. Atomickd formule je napis R(t1,...,t,), kde R je n-arni rela¢ni
symbol a t; jsou termy.

Definice 2.3. Formule jazyka L jsou kone¢né napisy definované induktivneé:
e kazda atomickd formule jazyka L je formule,

e jsou-li ¢ a 1 formule, potom jsou formule i népisy
(_'30)1 (90 A ¢>7 (90 \4 ¢)7 ((P = w)a (()D <~ w)a ((V:B)(P)> ((31‘)(,0)

Formule maji prirozenou stromovou strukturu. Viyskyt proménné x je list tohoto
stromu oznaceny x. Podformule jsou podstromy tohoto stromu.

Definice 2.4 (Volné a véazané proménné). Vyskyt proménné x ve formuli ¢ je
e vdzany, pokud se vyskytuje v néjaké podformuli zacinajici (Va) nebo (3x),

e volny, pokud neni vazany.



Proménnié z je
e vdzand ve formuli ¢, pokud mé vizany vyskyt ve ¢.
e volnd ve formuli ¢, pokud mé volny vyskyt ve .

Umluva 2.5. Zapis ¢(r1,...,x,) znaci, ze x1,. .., T, jsou proménné, jejichz volné
vyskyty nas ve formuli ¢ zajimaji. Neznamend to, ze kazd4 z proménnych x; musi
mit volny vyskyt ve ¢, ani ze ¢ neobsahuje zadné jiné volné proménné.

Priklad. Uvazme formuli ¢ = (Vx)(3y)(x < y) V (z < z). Kvantifikdtory se vztahuji
pouze k prvni zévorce (x < y). Proménnd z je vdzand a volnd zaroven, y je vdzand a
z je volna. Muzeme tedy psat ¢(zx, z).



3 Axiomy Zermelo—Fraenkelovy teorie mnozin

Az doposud mohly mnoziny obsahovat libovolné ,véci“ a vlastné jsme nijak
nespecifikovali, co pfesné jsou tyto véci za¢. V axiomatické teorii mnozin existuji
pouze ty objekty, jejichz existence vyplyva z axiomu dané teorie. Axiomy ZF nam
garantuji existenci prazdné mnoziny a poskytuji ndm nékolik zpusobu jak z jiz
existujicich mnozin vyrabét nové. Jinymi slovy: vSechno je mnozina. Kazdy prvek
kazdé mnoziny je jen néjaka jind mnozina.

3.1 Axiom existence

Axiom 3.1. Existuje néjakd mnozina, univerzum mnozin neni prazdné.

(Fz)(z = ).

3.2 Axiom extenzionality

Axiom 3.2. Mnozina neni ddna ni¢im jinym nez svymi prvky.
(Vz)(zerzeozey) = z=uy.

Je dilezité zduraznit, Ze toto neni definice identity dvou mnozin. Musime vnimat
oddélené dva koncepty. Prvni koncept je naSe teorie, ve které muzeme dokazovat
ruznd pravdiva tvrzeni. Je to néco zcela abstraktniho. Druhy koncept je néjaka
konkrétni ,implementace“ (model) této teorie. Symbol ‘=" hovoii o identité objekt,
které poskytne ta konkrétni implementace. My ,zevniti* na§i teorie vibec netusime,
jak by tato implementace mohla vypadat. Ale médme ,zvenci“ poskytnuty symbol =,
ktery smime pouzivat. Kazda implementace ,,vi, co tento symbol znamend. Ale
nevi, co znamena symbol €. Axiomy jsou néjaké pozadavky, které musi kazdy model
spliiovat. Takze tento axiom nenf definice identity dvou mnozin, protoze identita je
koncept, ktery je odtrzeny od teorie a pfislusi az konkrétnimu modelu. Tento axiom
vyjadiuje vztah symbolu € a identity a kazdy model bude muset tento pozadavek
splnit. Opacnd implikace,

r=y = (V2)(z€x e zcy),
plati také, ale neni soucdsti axiomu extenzionality, protoze vlastné iika, ze
(Vz)(z €z ez €x),
coz plati pro libovolnou implementaci symbolu €.

3.3 Axiom dvojice

Axiom 3.3. Pro kazdou dvojici mnozin x a y existuje mnozina d, kterd obsahuje
pravé x a y. Mnozinu d znacime jako {x,y}.

(Vz,y)(3d)(V2)(z €d & (z =z V 2z =y)).

Tento axiom zaru¢uje i existenci jednoprvkovych mnozin {x} = {z,z}.



3.4 Axiom sumy

Axiom 3.4. Pro kazdou mnozinu x existuje mnozina s, kterd je sjednocenim vsech
mnozin uvnitt x. Této mnoziné fikdme suma mnoziny x a znacime ji (| z.

(Vz)(3s)(V2)(z € s & (Fy)(y c x Az € y)).

Pozorovani 3.5. Pokud x € y € z, potom x € | z.

Nyni muzeme pomoci kombinace axiomu sumy a axiomu dvojice definovat sjed-
noceni dvou mnozin a libovolné velkou kone¢nou mnozinu danou vyc¢tem.

Definice 3.6. Sjednoceni mnozin z a y je mnozina x Uy = (J{z,y}.

Definice 3.7. Mnoziny {x;} a {x1, 22} jsou garantované axiomem dvojice. Mnozinu
{z1,22,..., 2y} definujeme induktivné jako {x1,za, ..., zp—1} U {x,}.

Priklad. U{{a:l}, {.%'1,.%'2}, {1'2,1'3}} = {$1,$2,$3}.

3.5 Schéma axiomu vydéleni

Schéma znamena, Ze se nejednd o jeden konkrétni axiom, ale o nekoneéné mnoho
ruznych axiomu, které maji vSechny stejnou strukturu.

Axiom 3.8. Pokud je x mnozina, potom existuje mnozina v8ech jejich prvki, které
splituji formuli . Tuto mnozinu zna¢ime {z € x| ¢(z)}. Formalné, je-li p(z) formule,
kterd neobsahuje volné proménnou y, potom formule

(Vz)(Fy)(V2) (2 € y & (2 € 2 A p(2))).
je axiom.

Vsimnéme si, ze schéma axiomi vydélen{ ndm nedovoluje vyrobit mnozinu vSech
mnozin nebo mnozinu vSech krotkych mnozin, protoze neumoznuje konstrukce typu
{z]p(2)}. Pouzitim axiomu vzdy vznikne podmnozina néjaké jiz existujici mnoziny.
Napiiklad z mnoziny X, garantované axiomem existence, lze vyrobit prazdnou
mnozinu tak, ze za ¢ zvolime libovolnou nesplnitelnou formuli.

Definice 3.9. Prdzdnd mnoZina je mnozina & = {z € X |z # z}.
Také koneéné muzeme nadefinovat prunik a rozdil mnozin.
Definice 3.10. Rozdil mnozin x a y je mnozina z \ y = {z € x|z ¢ y}.
Definice 3.11. Prunik mnozin x a y je mnozina z Ny = {z € x|z € y}.
Definice 3.12. Mnoziny x a y jsou disjunktni pokud x Ny = @.
Definice 3.13. Prinik mnoziny z # @ je mnozina Nz == {z € Jz |y € z = z € y}.

Piiklad. Prunik koneé¢né mnoha mnozin 1, o, ..., T, lze zapsat dvéma zpusoby:

ﬂ{xl,wg,...,xn}:wlﬂx2ﬁ~-ﬁxn.

Prunik nekoneé¢né mnoha mnozin uz ovsem lze udélat pouze jako prunik nekoneéné
mnoziny .



Pozndmka. Duvod, pro¢ zatim nedefinujeme prunik prazdné mnoziny je ten, Ze s
touto definici bychom méli (| @ = &, coz moc neddvd smysl. Prézdny soucet je nula,
prazdny soucin je jedna a prazdna suma je prazdnd mnozina. Ve to jsou neutralni
prvky vuci dané operaci. Co je neutralni prvek vuci priniku? Prazdnd mnozina urcité
ne. Nabizi se mnozina vSech mnozin, ale ukazeme, ze ta neexistuje. Tento problém
vyfesime v sekci

Definice 3.14. Usporddand dvojice (a,b) je mnozina {{a},{a,b}}. Uspofadanou
n-tici (a1, as, ..., a,) potom definujeme induktivné jako ((a1,as,...,an—1),an).

Lemma 3.15. Usporddand dvojice uréuje své prvky jednoznacné. Tedy
(z,y) = (a,b) <= (x=aANy=D).

Dikaz. Nejprve ‘<=’. Z axiomu extenzionality mame {z} = {a} a {z,y} = {a,b} a
tedy i {{z},{z,y}} = {{a}, {a,b}}. Nyni ‘=". Ukdzeme, ze (a,b) jednoznacné urcuje
porad{ svych prvku. Oznac¢me P = ((a,b) a S = [J(a,b). Potom plati

{a} =P, {b}={z€S|z#aVP=S5} O

3.6 Axiom potence

Axiom 3.16. Pro kazdou mnozinu z existuje mnozina vsech jejich podmnozin. Této
mnoziné fikdme potencni mnozina mnoziny x a znacime ji P(z).

(Vz)(3p)(V2)(z € p & 2z C ).
Pozorovani 3.17. Potencéni mnoZina a suma jsou svym zpusobem opaéné operace:

zCx=zePx), zEx:zQUa UP(J;)::BQP(UQS)

3.7 Schéma axiomu nahrazeni

Axiom 3.18. Kdyz si vezmeme libovolné zobrazeni F' a mnozinu vzoru A, tak
mnozina obrazu B = F[A] je také mnozina. Formalné, je-li ¢ (z,y) formule, kterd
neobsahuje volné proménné y1,y2 a b, potom formule

(V) (Vy1,2) (2, y1) A (2, 42)) = y1 = y2) =
(Va)(3b) : (Vy) (y €ebs (Ar)(x €an w(x,y)))

je axiom. Formule ¢ (x,y;), respektive 1(z,y2) vznikne z formule ¢ (z,y) substituci
proménné ¥y, respektive ys za y.

Prvni ¢éést tohoto axiomu Fika, ze ¥ (z,y) se ma chovat jako zobrazeni y = F(z).
Ve druhé poloviné zna¢i @ mnozinu vzoru a b mnozinu obrazu, které témto vzoram
odpovidaji.

Pozorovani 3.19. Pokud za 1(z,y) zvolime formuli x = y A p(y), tak je prund édst
axiomu nahrazeni splnéna. Tedy plati, Ze

(Va)(3b)(Vy) (y € b= (Ga)(z € aha =y Ap(y))),

coZ je jen trochu jinak zapsany ariom vydélens.



3.8 Axiom fundovanosti

Axiom 3.20. Kazda neprazdna mnozina obsahuje néjakou mnozinu, kterd je s ni
disjunktni.
(Va # @)(3x € a)(zNa = @).

Tedy pro vSechny mnoziny y € a mame y ¢ x; jinymi slovy, x je €-minimélni prvek
mnoziny a.

Diusledek 3.21. Neexistuje mnoZina a spliujici a € a.

Diikaz. Pro spor necht a je divokd. Potom mnozina {a} nespliuje fundovanost,
protoze a € a a zaroven a € {a}, takze a € an{a}. O

Daisledek 3.22. Neexistuje dvojice mnoZin a,b takovd, Ze a € b a b € a. Tentokrdt
porusi fundovanost mnozina {a,b}.

Tento axiom ndm zarucuje, ze v ZF nemuze vzniknout Russeliv paradox, protoze
vyluCuje moznost existence divokych a dalsich divnych mnozin. Také z néj vyplyva,
ze v ZF neexistuje mnozina vSech mnozin, protoze ta by urcité byla divoka. Mohlo
by se zd&t, ze axiom fundovanosti je hodné dulezity, ale neni: existence divokych
mnozin ndm nevadi, protoze ostatn{ axiomy ndm neumoznuji vytvorit mnozinu vSech
divokych mnozin (byla by to takzvand vlastni tida). A to, ze mnozina véech mnozin
neexistuje, se da dokéazat i bez axiomu fundovanosti.

To neznamenad, ze axiom fundovanosti nema zadny vyznam — umoznuje nékteré
elegantni konstrukce a argumenty, ale my se s nimi nesetkame.

3.9 Axiom nekonec¢na

Axiom 3.23. Existuje nekoneéna mnozina s néjakou konkrétni strukturou.
(Fw)(@ € wA (V2)(z € w = zU {z} € w)).

Axiom nekoneéna ndm umozni definovat mnozinu vSech piirozenych ¢&isel jako
nejmens{ (vzhledem k inkluzi) mnozinu spliujici tuto podminku.

3.10 Axiom vybéru a ZFC

Axiom vybéru, anglicky Axiom of Choice (AC), je natolik silné tvrzeni, ze neni
soucasti zakladni verze Zermelo—Fraenkelovy teorie mnozin. Jeho pfidanim do ZF
ziskdme teorii ZFC. Je dulezité zminit, ze ptestoze ZFC je vyrazné silngjsi nez ZF,
tak Godel v roce 1940 ukazal, ze pokud je ZF konzistentniE] potom je ZFC také
konzistentni. Cili to, zda véfime nebo nevéiime axiomu vybéru, je Gisté filozofické
rozhodnuti, na konzistenci teorie mnozin to nic nezméni.

Bez axiomu vybéru nelze dokazat mnoho véci, které by intuitivné mély platit, ale
nékteré jeho dusledky jsou na hranici paradoxnosti, proto byl historicky pomérné
kontroverzni. Budeme se jim zabyvat ve zvlastni kapitole, ale intuitivné 1ikd, ze pokud
ndm nékdo d& libovolnou mnozinu A, potom z kazdé nepridzdné mnoziny X € A
lze vybrat néjaky konkrétni prvek x € X, a posléze vSechny tyto prvky posbirat a
vytvofit novou mnozinu, ktera je vSechny obsahuje.

!Tedy mé model, nebo ekvivalentné, neni v ni mozné dokdzat spor.
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4 Mnoziny a tridy

Abychom zabranili Russelovu paradoxu, museli jsme omezit, co vSe je mnozinou.
Ale obcas se hodi mluvit o souboru vSech objekti, které néco spliuji, prestoze to uz
neni mnozina. Proto se zavadi pojem t7ida. V Cantorové naivni teorii jsou tiidy a
mnoziny jedno a totéz. Pokud omezime, co vSechno muze byt mnozinou, tak se nds
svet rozdeéli:

e Mnoziny — nékam nalezi.

e Ttidy — néco nalezi do nich.

Uvédomme si, Ze tento koncept neumoznuje zrekonstruovat Russelliv paradox, jelikoz

tiida vSech krotkych tiid zjevné neexistuje. Tiidy totiz nemohou nikam nalezet, véci
pouze nalezi do nich.

4.1 Rozsiteni jazyka o tiidové termy

Predpokladejme, Ze pracujeme v néjakém konkrétnim modelu M teorie mnozin s
univerzem mnozin V.

Definice 4.1 (Ttidovy term). Pokud ¢(z,v1,...,v,) je formule a yq,...,y, jsou
mnoziny z V, potom vyraz {z | ¢(z,y1,...,Yn)} nazyvame tridovy term.

Tridy jsou pouze mata-jazykovy pojem slouzici k zjednoduSeni zapisu. Nejsou to
formélni objekty ZF. Pokud pro mnozinu x z V napiSeme
VS {Z ’ ()O<Z7y17 . 'ayn)}7
tak tim myslime, ze p(z,y1,...,Yn) platl'E] Tiidové termy tedy definuji néjaké

nsoubory“ mnozin, které spliuji piislusnou formuli, a tyto soubory nazyvame tridy.
Kazdou mnozinu lze interpretovat jako t¥idu, a nékteré tiidy lze interpretovat
jako mnoziny, ale ne vSechny.

Pozorovani 4.2. KazZdd mnoZina je zdrover i tiidou, protoze x = {z|z € z}.

Pozorovani 4.3. Pokud ¢(z) je ve tvaru z € y A (z), kde y je mnozina, pak trida
{z|(2)} je mnozinou (z axiomu vydéleni).

Definice 4.4. Ttidu, kterd neni mnozinou, nazyvame vlastni trida.
Naprtiklad ukazeme, ze tf¥ida vSech mnozin,
V={z|z ==z},

také nazyvanou univerzdlni trida, je vlastni t¥idou.

Ve formulich na misté volnych proménnych piipustime tiidové termy. Navic
dovolime tiidové proménné, které budeme znacit velkymi pismeny. Ale pouze jako
volné proménné, takze tiidy neni mozné kvantifikovat.

Definice 4.5 (Formule s tfidovymi termy). Atomické formule v tomto rozsireném
jazyce jsou

x=y, z€y, z=X, z€X, Xezx, X=Y XeY,

kde z,y jsou proménné, X je zkratka za {z|p(z)} aY za {z|¥(2)}.
Kazda atomicka formule je formule a libovolnd kombinace formuli pomoci lo-
gickych spojek je opét formule. Mnozinové proménné lze navic kvantifikovat.

2Pfesnéji fedeno, instance formule ¢, kterd vznikne substituci mnozin y1, . . . , y» za volné proménné
v1,...,0Un, plati v modelu M.
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Tvrzeni 4.6. Pro kaZdou formuli s tridovymi termy, ale bez tiidovich proménngjch,
existuje ekvivalentni formule v zdkladnim jazyce.

Diikaz. Vsechny atomické formule s tfidovymi termy piepiSeme do zdkladniho jazyka.
Méjme mnozinu x a tiidové termy X = {z|p(2)} a Y = {y|¢¥(y)}, kde formule ¢ a
1) neobsahuji volné proménné u a v.

e reX ~ae{zlp(a)} ~pla),
e X =Y ~ {z]0(2)} = {2 0(2)} ~ (Vu)(p(u) & o).
Déle budeme vyuzivat, ze X nemuze byt vlastn{ tfida.
e 1= X~a={z]p(z)} ~ (Vu)(u € a & pu),

o X €V ~ {z]p(2)} € {z](2)} ~ Fu)(u = {z]p(x)} ANu € {z]¥(2)}) ~
(Fu) (V) (v € u & p(v)) A(u)),

e Xcax~{z|lp(z)} €z~ (Fu)(u={z|p(2)} Aucz)~
(Fu) (Vo) (v € u & @(v) Au € ). O

Diisledek 4.7. Formule rozsitencho jazyka urcéuji stejné tridy jako formule zdkladniho
jazyka. Z toho také vyplyvd, Ze jiz definované tiidy mizZeme pouZivat pro definovdni
trid novych.

Prestoze tfidové proménné nelze kvantifikovat, neznamend to, Ze nemuzeme
dokéazat néjaké tvrzeni typu ,pro kazdou tiidu X plati néco strasné zajimavého
co uz nekvantifikuje pres zadné dalsi tiidové proménné“ Formélné fikame, ze pro
kazdou t¥idu X plati néjakd formule ¥(X) bez tfidovych proménnych (vyuziva pouze
tiidovy term X), kterd je podle piedchoziho tvrzeni ekvivalentni néjaké formuli 1 (X)
zékladniho jazyka. Tohle fict muzeme, pouze to nebude jedind véta, ale schéma vét:
pro kazdou formuli ¢(z,v1,...,v,) budeme mit jednu vétu ve tvaru

(V1) (Yy2) -~ - (Vyn) O ({2 | 0(z, 01, yn)}).

Podobné schéma lze udélat pro kazdé tvrzeni, které ma libovolny (koneény) pocet
univerzalnich tiidovych kvantifikatoru, ale zadné existencéni tiidové kvantifikatory.
Téch uz se podobnym trikem nezbavime, leda, ze by dikaz byl konstruktivni. Pokud
napftiklad tvrdime, ze pro kazdou tiidu existuje néjaka jind t¥ida, tak ji musime
explicitné zkonstruovat.

Uloha 4.8. Zapiste formalné, pomoci zdkladniho jazyka teorie mnozin, tvrzeni, ze
vSechny tiidy, s vyjimkou prazdné mnoziny, obsahuji alespon jeden prvek.

Definice 4.9. Rozsiifme nas jazyk o dalsf zkratky. Necht A je tiida a ¢ formule.
e (Jx € A)(p)

o (Fz € A)(p)
o (Vz e A)p)

(Bx)(z € AN @),

(Va)(z & AV =),

(Vz)(z € A= o).

Posledni zkratku definujeme pouze pro formule ¢(z) bez volnych vyskyta y a z:

o (AMzeA)(p)=EFrecA)(p)A(VyeANVzeA)((py) Ap(2) =y = 2).
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4.2 Triidové operace

Definice 4.10. Pro tiidy A a B definujeme
e ANB:={x|zec ANz € B},
e AUB:={z|z € AV € B},
e A\B={z|ze€ ANz ¢ B}, ...ptipadné A — B
e JA={x|(Fa)(ac ANz €a)},
e NA={z|Va)(ae A=z €a)}
e ACB < (Vz)(x€e A=z € B), ... A je podtridou B
e ACB < ACBAA#B, ... A je vlastni podtridou B
o P(A) ={z|xz C A}.

Pozorovani 4.11. Prunik prdzdné mnoziny (@ je trida viech mnozin V.

Uloha 4.12. Ukazte, ze P(V) = V.

Lemma 4.13. Je-li x mnozina a X = {z|¢(z)} trida, potom je x N X mnoZina.

Diikaz. 7 axiomu vydéleni, protoze x N X = {z € x| p(z)}. O

4.3 Kartézsky soucin
Definice 4.14. Kartézsky soucin tiid X a Y je tfida
XxY ={(z,y)|lre XNyeY}
Kartézsky soucin tiid X1, Xs,..., X, definujeme induktivné jako
XXX X = (Xy X oo X Xpp1) X Xy = {(1, ..y 2n) | Niq 2 € X}
Lemma 4.15. Jsou-li x a y mnoZiny, potom je x X y také mnoZina.

Dukaz. Idea téchto dikazi: najit néjakou hodné velkou mnozinu a pak pouzit axiom
vydéleni. Dokézeme, ze plati

zxy CP(PxUy)).

Usporddanou dvojici jsme definovali jako (a,b) = {{a},{a,b}}. Pokud a € z a b € y,
tak {a},{a,b} C x Uy neboli {a},{a,b} € P(x Uy). Tedy (a,b) C P(zUy), z éehoz
(a,b) € P(P(zUy)). O

Definice 4.16 (Kartézskd mocnina). Pro tiidu X definujeme X! := X a pak
induktivné X" := X" ! x X.

Pozorovani 4.17. Pro univerzdlnd tiidu plati V=V D V2D V3D...,

Dikaz. Kazda n-tice je i dvojice (tak je definovana), ale lze ji dokonce vnimat jako
k-tici pro libovolné k < n. Napiiklad jako trojici (a,b,c) = ((a,b), c):

(1,1, 2n) = (21, Zn—1),2n) = (1, ..., Tp—2), Tn—1), Tn). O

Piiklad. Definujeme X2 := X2 x X, ale X x X? # X3. Majf stejnou strukturu, ale
v teorii mnozin to jsou ruzné objekty. Zvolme tieba X = {@}. Mdme

e X?x X = {(Q?Q)} X {Q} = {((®7®)7®)}7
. X x X2 = {2} x {(2,9)} = {(&.(2,2))}.
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4.4 Relace a zobrazeni

Definice 4.18. Bindrni relace je libovolna tiida R C V x V. Namisto (z,y) € R
piseme z Ry. Podobné lze definovat n-drni relaci jako R C V™.

Definice 4.19. Pro (bindrni) relaci R a tfidu X definujeme tiidy

e R71:={(vu)|uRv}, ... inverzni relace k relaci R
e Dom(R) := {u|(Fv)(uRv)}, ... definiéni obor relace R
e Rng(R) := {v|(Ju)(uRv)}, ... obor hodnot relace R
e RIX=RN(XxV)CR, ... zuZent relace R na tiidu X
e R[X]=Rng(R | X)C Rng(R). ... obraz tiidy X relaci R

Pozorovani 4.20. R C Dom(R) x Rng(R), R~ C Rng(R) x Dom(R).

Lemma 4.21. Pokud je relace x mnoZina a Y tiida, potom ', Dom(z), Rng(z),
ale i x 'Y a x[Y] jsou také mnoziny.

Dukaz. Pomoci axiomu vydéleni.

o Ukdzeme Dom(x) C |J(|Jz). Pro kazdé u € Dom(z) plati (u,v) € x pro néjaké
v. Mdme posloupnost inkluzi u € {u} € (u,v) € z, tedy v € J(Jx).

e Podobné Rng(zx) € J(Jx), zkratka to v € Rng(z) je tieba vybalit z té
uspofadané dvojice (u,v) € x jako v € {u,v} € (u,w) € z.

e 27! C Rng(z) x Dom(x) protoze kartézsky souéin mnozin je mnozina.
e z[Y]| CRng(x)ax Y Cx. O

Definice 4.22. Relace odpovidajici relaénim symbolum jazyka teorie mnozin jsou

e E = {(z,y) |z €y}, ... ndlezent
o Id = {(z,y) |z = y}. ... identita
e Ax =Id | X ... identita na tridé X

Definice 4.23 (Skladdni relaci). Pro relace R a S definujeme relaci
Ro S = {(u,w)|(Fv)(uRvAvSw)}

Piiklad. Ido R = Rold =R, (zy) €EoE < z ey
Definice 4.24 (Zobrazeni). Relace F je zobrazeni (nebo funkce) pokud

(Vu) (Vo) (Vw) (((u,0) € F A (uw) € F) = v =w).
Namisto u F v piseme F'(u) = v, pii definovéni piseme F : u +— v nebo F(u) = v.
Pozorovani 4.25. F je zobrazeni <= (Vx € Dom(F))(3ly € Rng(F))(F(z) =y).
Definice 4.26 (Prosté zobrazeni, bijekce). Rekneme, ze zobrazeni F' je

e prosté, pokud je F~! také zobrazeni,
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e zobrazeni t¥idy X do tfidy Y pokud Dom(F) = X a zaroven Rng(F) C Y,
piseme F': X —» Y,

e zobrazeni tiidy X na tiidu Y, pokud F': X — Y a zdroven Rng(F) =Y,

o bijekce mezi tiidami X a Y, pokud je to prosté zobrazeni X na Y.

Poznamka. Prostym zobrazenim se také iika injekce, a zobrazenim které jsou ‘na’ se
také 1ika surjekce.

Pozorovani 4.27. Pokud je F prosté, potom je F~1 také prosté.
Lemma 4.28. Pokud je f zobrazeni a Dom(f) mnoZina, potom f je také mnoZina.

Dukaz. Axiom nahrazeni nam iikd, Ze zobrazeni zobrazuji mnoziny na mnoziny, tedy
f[Dom(f)] = Rng(f) je mnozina a z axiomu vydéleni je tedy f C Dom(f) x Rng(f)
také mnozina. O

Definice 4.29 (Ttida zobrazeni mezi mnozinami). Pro tfidu A a mnozinu a definu-
jeme t¥idu vSech zobrazeni z mnoziny a do t¥idy A jako

A={f|f:a— A}

Pozndmka. Nelze definovat ZA pokud B je vlastni tiida, potom by ta zobrazeni
f: B — A uz byla vlastni tfidy. Obménou f je mnozina = Dom(f) je mnozina.

Pozorovani 4.30. Tohle jesté nemdame pordadné definované, ale pokud jsou A a B
konecné mnoZiny, potom |BA| = \A||B|.

Piiklad. ?A = {2} a “@ = &, oviem @ = {T}. .00 =1,
Lemma 4.31 (O velikosti tfidy zobrazeni). Plati ndsledujici.
(a) Pro libovolné mnoZiny x,y je *y mnoZina.
(b) Je-li x # @ a'Y wvlastni trida, potom je *Y wvlastni trida.
Duikaz. Prvni ¢ast pomoci axiomu vydéleni, druhd pomoci nahrazeni.
(a) f:x —y, pak f Cxzxuy,tedy f € Pz X y), takze *y C P(z X y). Vyuzivdme,
ze kartézsky soucin mnozin je mnozina.

(b) Pro kazdé y € Y definujeme konstantni zobrazeni K, : x — Y jako u — v,
neboli Ky = = x {y}. Protoze x # @, tak pro y1 # y2 je Ky, # K,,. Ozna¢me
K ={K,|y €Y} Ztejmé K C *Y. Sporem ukazeme, ze K je vlastni tiida,
(takze *Y taky). Predpokladejme, ze K je mnozina a definujme zobrazeni
F:K =Y, Ky~ y. Protoze predpokldddme, ze K je mnozina, tak z axiomu
nahrazeni je i Y mnozina, ale to je spor. O

Definice 4.32 (Vlastnosti relaci). Necht R C 'V x V je relace a X tiida. Oznac¢me
Rx := R | X. Rekneme, Ze relace R je na tiidé X

o reflexivni, pokud Ax C R,

e antireflexivng, pokud Ax N R = &,

o symetrickd, pokud Rx = R)_(l,

e slabé antisymetrickd, pokud Rx N R;(l C Ay,
e silné antisymetrickd, pokud Rx N R;{l =g,

e tranzitivni, pokud Rx o Rx C Rx.

Pozorovani 4.33. Tyto vlastnosti jsou dédicné, neboli plati na kazdé podtiide Y C X.
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4.5 Usporadani
Definice 4.34 (Uspofadéani). Relace R C'V x V je na tiidé X
e trichotomickd, pokud (Vz,y € X)(x RyVyRzVz =y),
e ostré uspordddni pokud je antireflexivni a tranzitivni na X,
o uspordddni pokud je reflexivni, slabé antisymetrickd a tranzitivni na X,
e [inedrni uspordddni pokud je to trichotomické usporadani na X.

Pozndamka. Pokud chceme zduraznit, ze dané usporadani neni, nebo nemusi byt
linearni, tak fikdme, ze je cdstecné.

Pokud je R uspotradani, tak misto z Ry pisSeme x <pr y. Déle definujme ostré
usporddani R’ := R\ Id. Namisto x R’y piSeme = <p y.

Pozndmka. Jelikoz 1ze z ostrého usporadani <p snadno vyrobit <pr a naopak, tak
nebudeme definovat vlastnosti zvlast pro ostré a neostré uspoiddani, jelikoz jedno im-
plicitné definuje to druhé. Ve vétach a dikazech budeme pouzivat tu verzi usporadani,
ktera se ndm zrovna bude hodit vic.

Pozorovani 4.35. Kazdé ostré usporddani R je silné antisymetrické.

Dukaz. Kdyby ne, tak existuji z,y € X takové, ze x Ry a y Rx. 7 tranzitivity « R x,
coz je spor s antireflexibilitou. O

Priklad. Identita neni ostré usporadani, protoze neni antireflexivni. Identita je
usporadani. Ale ne linearni, protoze ruzné prvky nejsou porovnatelné. Nalezeni neni
usporadani (ani ostré uspoiadani), protoze neni tranzitivni.

Definice 4.36. Necht R je uspotfaddni na tifdé A a X C A. Prvek a € A je
e horni mez ttidy X, pokud (Vz € X)(z <g a), ... také majoranta
o mazimdlni prvek tiidy X, pokud a € X A (Pz € X)(a <g x),
o nejvetsi pruek tiidy X, pokud a € X a je to horni mez X,
o supremum t¥idy X, pokud je nejmensi prvek tiidy vSech horni mezi X.

Nejvétsi prvek, resp. supremum zna¢ime maxp(X), resp. supg(X); pokud existuji.
Obdobné definujeme minorantu, minimdlni prvek, nejmensi prvek a infimum.

Pozorovani 4.37. Kazdy nejvétsi prvek je maximding. Pokud je R linedrni uspordddnt,
tak mazimding prvek je nejuyse jeden a pokud existuje, tak je nejvétsi. Nejvétsi prvek
1 supremum je vZdy nejvyse jedno.

Definice 4.38 (Doln{ podmnozina). Necht R je usporadani na tiidé A. Ti{da X C A je
e shora omezend v A, pokud existuje a € A horni mez X,
e dolni podtrida t¥idy A, pokud (Vo € X)(Va € A)(a <pzx = a € X).
Kazdy prvek a € A urcuje dolni podtiidu
(—,a] ={zx|zre ANz <pa}.

Pokud dolni podtiida X C A je ve skutecnosti mnozinou, tak tikdme, ze to je dolni
podmmnozina.
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Pozorovani 4.39. Sjednoceni dolnich podmnozin je dolni podmnoZina.

Pozorovani 4.40. Necht R je uspordddni na tridé A. Pak pro libovolné z,y € A
plati

T <Ry < (7] C [,y
Cili uspordddni C na P(A) je svgm zpusobem univerzdlni. Kazdé usporadani lze
prevést na inkluzi.

Definice 4.41. Rekneme, ze uspoiadani R je na mnoziné A
e husté, pokud (Vz,y € A)(z <y = 3z € A)(z < 2 < y)),
e dobré, pokud kazda neprazdna B C A mé& nejmensi prvek,

e uplné, pokud kazda neprazdnd, shora omezend B C A mé supremum.

Pokud je < linearni, resp. dobré usporadéani mnoziny A, tak tikdme, ze (A4, <) je
linedrné, resp. dobie usporadand mnoZina. Pokud existuje néjaké uplné usporadani
mnoziny A, tak fikdme, ze A je uplnd.

Pozorovani 4.42. Lineartita, dobrost a tplnost jsou dédicné vlastnosti.

Pozorovani 4.43. Kazdé dobré usporaddani je linedrni. Kdyby nebylo, tak by exis-
tovaly néjaké dva neporovnatelné prvky a mnoZina téchto dvou prvkiu by neméla
nejmensi prvek.

Vlastnosti znamych usporadani

e (N, <) Prirozenda ¢isla se standardni interpretaci < je dobie uspoirddand
mnozina. Jeji nejmensi prvek je nula.

e (Z, <) Standardni uspoirddéni celych ¢isel je linedrni, ale neni dobré, protoze
vuci < neexistuje nejmensi celé éislo.

o (Z, <) Uspotddani v <y <= (|z| < |y|) V (Jz| = |y| A x < y) celych &isel je
dobré. Toto usporadani vypadd nasledovné: 0, —1,1,—-2,2,-3,3,...

e (Q, <) Standardni usporadani raciondlnich &isel je linedrni a husté, ale neni
dobré, protoze Q nemd zadny nejmensi prvek viuci <. Ovsem neni tézké sestrojit
néjaké dobré usporadani. Raciondlni ¢isla nejsou uplna.

e (R, <) Standardni usporadani redlnych ¢isel je linedrni, husté a tplné. Ale
neni dobré a v ZF dokonce existenci zddného dobrého usporadani redlnych cisel
neni mozné dokézat P

e (NT,]) Kladné celd ¢isla spolu s relaci délitelnosti jsou ¢asteéné usporddani.
Toto usporadani nemd zadny maximalni prvek, ale zato méa nejmensi prvek, a
sice jednicku.

e (P(A), C) Potencni mnozina libovolné mnoziny A spolu s inkluzi je ¢astecné
uspofdadand mnozina. V tomto usporadani je prdzdnd mnozina @ nejmensi
prvek a A nejveétsi prvek.

o (X*, <ppx) Lexikografické uspofadani kone¢nych Fetézcu nad abecedou X je
dobré uspotadani. Nejmensi prvek je prazdny fetézec.

3Tohle dokézal Paul Cohen v roce 1963 pomoci forcingu, a jako diisledek ziskal, ze je konzistentn{
pfedpokladat negaci axiomu vybéru.
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Izomorfismy usporadani

Definice 4.44 (Izomorfismus). Necht Aj, Ay jsou tiidy a Ry, Ry relace. Bijekce
F: A — As je izomorfismus tiid Ay, Ay vzhledem k relacim R;, Ro, pokud

(Vz,y € A1)((z,y) € R < (F(z),F(y)) € Ra).

Nés bude zajimat primérné pifpad, kdy relace Ry a Ry jsou uspofadéni. Rekneme,
ze usporadané mnoziny (A, <g) a (B, <g) jsou izomorfni pokud existuje izomorfismus
A, B vzhledem k <p , <g.

Priklad. Dalsim piipadem izomorfismu je izomorfismus grafu. Tam jsou tiidy A
a As mnoziny vrcholu grafu G; a Go, relace Ry je relaci ,byt hranou v G1“ a Ro
je relaci byt hranou v Go“. Potom je bijekce f : Vi — V4 izomorfismus grafu
G1 = (Vl,El) a G2 = (VQ,EQ) pI‘éVé tehdy, kdyi

(Vu,v € V1) ((u,v) € By < (f(u), f(v)) € E).

4.6 Vlastnosti dobrych usporadani

Lemma 4.45. Pokud je (A, <r) dobre uspordidand mnozina a X C A jeji vlastni
dolni podmnoZina, potom existuje jednoznacéné urceny prvek x € A takovy, Ze

X={yeAly<gpuz}
Tuto mnozinu oznac¢ime jako (+,x).

Diikaz. Definujeme x jako nejmensi prvek (neprdzdné) mnoziny W\ X. Potom kazdé
y <gr = patii do X, takze (+—,z) C X. Chceme jesté opacnou inkluzi. Pro spor
predpokladejme, ze existuje y € X co neni v («—,z). Kdyz y £r =, pak nutné x <p y
jelikoz x # y protoze x ¢ X. Ale tohle znamend, ze x € X protoze X je dolni
podmnozina a y € X. Spor. O

Definice 4.46 (Pocatecni usek). Pokud (A, <g) je dobfe usporddand mnozina,
potom jejim vlastnim dolnim podmnozinam radéji fikdme pocdteéns iseky. Pocatecni
usek urceny prvkem x € A znacime jako

(,z)={y e Aly < z}.
Obsahuje vSechny prvky mnoziny A od jejtho minima po x, ale uz ne samotné .

Véta 4.47 (O porovnavani dobrych uspotadani). Pokud (A, <g) a (B, <g) jsou
dobte uspordadané mnoziny, pak nastane pravé jeden ze tii nasledujicich pripadi:

(a) bud A a B jsou izomorfni, nebo
(b) A je izomorfni néjakému pocdtecnimu iseku B, nebo
(¢) B je izomorfni néjakému pocdtecnimu iseku A.
V kazdém pripadé je ten izomorfismus uréen jednoznacéné.
Pro dokéazani této véty se ndm bude hodit nasledujici definice:

Definice 4.48 (Pocatkové vnoreni). Necht (A, <g) a (B, <g) jsou usporddané
mnoziny. Zobrazeni F' je pocdtkové vnoteni A do B, pokud

(i) A" :=Dom(F) C A je dolni podmnozina A vuéi <g,
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(ii) B’ := Rng(F) C B je dolni podmnozina B vuéi <g,
(iii) F je izomorfismus A" a B’, vzhledem k R a S, tedy

(Val,ag S AD)(a1 SR ay < F(al) SS F(GQ)).

Tedy F' je izomorfismus néjakych dolnich podmnozin A a B.

Lemma 4.49. Necht F a G jsou poédtkovd vnoveni dobie usporddané mnoZiny
(A, <g) do dobre usporddané mnoziny (B, <g). Pak bud F C G nebo G C F.

Dukaz. Jelikoz Dom(F') i Dom(G) jsou dolni podmnoziny A, a R je linearni, tak
bud Dom(F') € Dom(G), nebo naopak. BUNO necht Dom(F') C Dom(G). Ziejmé
F,G C A x B, takze staci dokazat, ze

z € Dom(F) = F(z) = G(z).
Pro spor necht to neplat{ a definujme
W = {x € Dom(F) | F(z) # G(z)}.

Protoze R je dobré, tak existuje w = ming(W). Jelikoz F(w) # G(w), tak z linearity
S nastane bud F(w) <g G(w) nebo G(w) <g F(w), BUNO necht plati

F(w) <s G(w). (4.1)

Ukézeme, ze F(w) ¢ Rng(G), takze Rng(G) neni dolni podmnozina B, coz je spor.
Pro libovolné z € Dom(G) nastane jedna ze dvou situaci:

(a) z <p w, z ¢ehoz G(z) <s F(w), protoze
G(z) = F(=2), w je nejmensi, pro ktery se nerovnaji

F(z) <s F(w). F' je izomorfismus

(b) w <pg z, z éehoz F(w) <g G(z), protoze

F(w) <g G(w), podle

G(w) <g G(2). G je izomorfismus

V kazdém piipadé F(w) # G(z), tedy F(w) ¢ Rng(G). O

Vétu [4.47) muzeme pomoci poc¢dtkovych vnoreni ekvivalentné formulovat takto:
Pokud jsou (A4, <gr) a (B, <g) dobfe usporadané mnoziny, tak existuje pravé jedno
zobrazeni I, které je poc¢atkové vnoieni A do B a navic nastane alespon jedno z
Dom(F) = A nebo Rng(F') = B.

Dikaz Veéty[{-47 Oznacme jako P mnozinu vSech pocatkovych vnotreni A do B.
Tvrdime, ze F = J P je to hledané zobrazeni. Ovéfime vSechny podminky:

(1) F je zobrazeni. Kdyz (z,y1), (x,y2) € F, tak existuji po¢dtkova vnoreni Fy, F €
P takovéa, ze (z,y1) € F1 a (z,y2) € Fy. Podle Lemma plati F; C F5 nebo
Fy C Fy. V kazdém piipadé jsou obé ty dvojce v alespon jednom z F} nebo Fb,
ale protoze to jsou zobrazeni, tak musi byt y1 = y».

(2) F je prosté. Podobneé, jenom vyuzijeme, ze Fy a Fy jsou po¢atkova vnofeni,
tedy izomorfismy, tedy bijekce, takze jsou prosté, z ¢ehoz 1 = xs.
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(3) F je potatkové vnofeni.

(i) Dom(F) je dolni podmnozina A. Necht z € Dom(F), y € A ay <g .
Potiebujeme ukazat, ze y € Dom(F'). Jelikoz x € Dom(F'), tak existuje
néjaké pocatkové vnoreni F' € P takové, ze x € Dom(F’). Protoze
Dom(F”) je dolni podmnozina, tak y € Dom(F’) C Dom(F).

(ii) Rng(F) je dolni podmnozina B. Uplné stejnd argumentace.

(iii) F je izomorfismus. Nejprve si uvédomme, Ze protoze je F' prosté, tak je to
bijekce mezi mnozinami Dom(F') a Rng(F'). Nyni necht z,y € Dom(F),
potfebujeme aby

v <py < F(z) <s F(y).

Opét musi existovat néjaké F' € P takové, ze y € Dom(F’). F' je
pocdtkové vnorent, takze Dom(F") je dolnf podmnozina, tedy x € Dom(F”).
Navic, protoze je F' izomorfismus, tak

F(z) = F'(z) <s F'(y) = F(y).

(4) Dom(F) = A nebo Rng(F) = B. Pro spor necht A\ Dom(F) i B\ Rng(F) jsou
neprazdné. Tedy maji nejmensi prvky a, b. Vsimnéme si, ze F' := FU{(a,b)} je
také pocatkové vnoreni, tedy I’ € P, coz je spor. Pro¢ je to poc¢atkové vnoreni?
Protoze Dom(F') je dolni podmnozina A, tak vSechny prvky v A\ Dom(F") musi
byt vétsi nez vSechno v Dom(F'). Tedy a bude novy nejvétsi prvek v Dom(F”).
Podobné pro b a izomorfismus.

(5) Jednozna¢nost. Pro spor necht existuji dvé takova zobrazeni Fy # F». Podle
Lemma necht BUNO F; C F,. Protoze Fy # I, tak existuje néjaké
(a,b) € Fy \ Fy. Jenze potom pro F} nemuze platit COZ je spor. O

4.7 Ekvivalence a kvaziusporadani
Definice 4.50. Relace R C 'V x V je na tridé X
o kvaziuspordddni pokud je reflexivni a tranzitivni na X,
o chkvivalence pokud je reflexivni, symetricka a tranzitivni na X.

Definice 4.51 (Tridy ekvivalence). Necht R je ekvivalence na tiidé X. Pro z € X
definujeme tiidu
[z]r ={yly € X Aw Ry} = R[{z}] N X,

kterou nazyvame ekvivalencni tiida prvku z. Pokud je X mnozina, tak z axiomu
vydeéleni je [z]g také mnozina. V tom piipadé definujeme mnoZinu ekvivalencnich
trid mnoziny X podle ekvivalence R jako

X/R = {lz]p € P(X) |z € X}.
Definice 4.52. Rozklad mnoziny X je libovolnd mnozina R C P(X) splaujici
(i) (Va € R)(a # 2),
(ii)) (Va,b e R)(a#b=anNb= ),
(i) UR = X.

Lemma 4.53. Pokud je ~ ekvivalence na mnoziné X, potom je X/~ rozklad X.

20



Dikaz. Musime ukézat, ze X/~ spliiuje definici rozkladu.
(1) Z reflexivity x ~ z, tedy x € [z] pro kazdé [x] € X/ ~.

(ii) Obmeénou: ukdzeme [z]N[y] # @ = [z] = [y]. Chceme ukdzat, ze pokud existuje
t€z]N[y] aa € [z], potom a € [y]. Vime, ze a ~ x, z ~t,t ~ y a tudiz z
tranzitivity a ~ y. Pouzili jsme i symetrii.

(iii) Staci ukazat, ze pokud z € X, potom existuje a € X/~ takové, ze = € a. Ale
toto a je prosté [z]. O

Pozorovani 4.54. Pokud je relace < kvaziuspordddni na mnoziné X, potom muzeme
definovat ekvivalenci ~ na X predpisem

r~y <= z<SyAy S
Potom mizeme definovat usporaddini < na mnoziné X/~ jako
[Zln <l = 23y

Tato konstrukce je velmi Sikovna, ¢asto se totiz potykdme s mnozinou X, ktera
je skoro uspotradand relaci R, az na to, ze R neni antisymetrickd na nékterych
podmnozinach X. Potom prosté prohlasime tyto zlobivé prvky za ekvivalentni a
definujeme nové usporadani na tiidach ekvivalence.

Ovsem pokud je X vlastni t¥ida, tak to nemusi fungovat. Muze se stat, ze pro
néjaké z € X bude [z]. také vlastni tiida, a potom nelze definovat X/ ~.
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5 Porovnavani mohutnosti mnozin

Definice 5.1. Pro mnoziny = a y definujeme relace
(a) = =~ y, pokud existuje bijekce f :x — y,
(b) x <y, pokud existuje prosté zobrazeni f : x — vy,
(¢) z <y, pokud x <y a zdroven = # y.

Pozndmka. Pro ttidy tato definice neméa smysl, protoze by neslo kvantifikovat f.

Pozndmka. Relaci x =< y jsme také mohli definovat jako ,existuje zobrazeni y na x“.
Ale potom by Véta nesla dokazat bez AC. Divod je nasledujici:

Plati, ze existuje-li prosté zobrazeni x do y, potom existuje zobrazeni y na
x. Prosté vezmu ten jednoznaéné urcéeny prvek. Ale opa¢ny smér bez AC neplati,
protoze se na jeden prvek muze zobrazit nekoneé¢né mnoho prvka a tohle se muze
stat nekoneéné-mnoho krat, takze to prosté zobrazeni v opatném sméru bez AC
nesestrojim (nemam jak vybrat ty prvky).

Pozorovani 5.2. Pro libovolné mnozZiny x,y, z plati

o r Cy — ==y,

e rCy = 3y, ...alenex <y
e X, .. .identitou
e IRy = Y=z, ... tnwverzni bijekct
e (xryNYyrRz2) = xRz, ... sloZent bijekct je bijekce
o <1, ... identitou
o (z=yANy=<z) = =32z, ... sloZeni prostych zobrazent je prosté

Dusledek 5.3. Relace =~ je ekvivalence a relace < je kvaziuspordddni. Ale ne
usporddant, protipriklad na antisymetrii je treba {@} a {{@}}.

Je dobré se zeptat, zda lze < pfevést na usporadéani ekvivalenénich t¥id [z]~7
Bohuzel ne, protoze to jsou vlastni tiidy, takze V /=~ neexistuje. Kdyby pro néjaké
x # @ byla [z]~ mnozinou, tak V = | J[z]~ by také byla mnozinou.

Co ale udélat lze, a je to velmi dulezité, je definovat urcité kanonické reprezentanty
téchto ekvivalenc¢nich tiid, kterym se ik kardindlni ¢isla. 7 axiomu Vybéruﬂ pak
plyne, ze pro kazdou mnozinu z existuje pravé jedno kardinalni ¢islo x takové, ze
r & k. Mohutnost nebo kardinalitu mnoziny z potom definujeme jako |z| = k.
Tomuto konceptu se budeme vice vénovat v Sekei 9}

Lemma 5.4. Necht x,y,x1,y1 a z jsou mnoZiny. Pak
1) e xy~yxuzx,
2) xx(yxz)=(rxy) Xz,

(1)
(2)
(B) =z Ay=y) = (zxy)= (21 XY1),
(4)

4) =y = P(x) = Ply),

4Konetna kardinaln{ &isla jsou pravé prirozena ¢isla, a pro ty axiom vybéru potfeba neni, jak
ukdzeme v dukazu Véty
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(5) P(z) ~ 2. ...2={0,1} = {2,{9}}
Diikaz. Vzdy sestrojime néjakou bijekei h.
(1) A (u,v) = (v,u),
(2) h:(a,(b,c)) = ((a,b),¢),
3) frz— =z ag:y—y. Udeldme h: (a,b) — (f(a),g(b)),
(4) f:2 —y. Udélame h : u — flu],
(5) Pro u C z definujeme charakteristickou funkci x,, :  — {0, 1} predpisem
xu(a) = {(1) o

Bijekci h : P(x) — *2 definujeme jako h : u +— xy. O

5.1 Cantor—Schroder—Bernsteinova véta
Dokazeme, ze nase definice pro srovnavani velikosti mnozin dava dobry smysl.
Véta 5.5 (Cantor, Schroder, Bernstein). z ~y < (z 2y Ay 3 x).

Tuto vétu lze dokazat vice zplsoby; my ji ziskdme jako dusledek obecngjsiho
tvrzeni, hovoriciho o pevnych bodech urcitych funkci.

Definice 5.6 (Monoténni zobrazeni). Zobrazeni H : P(x) — P(y) je monoténni
vzhledem k inkluzi, pokud pro vSechny u,v C x plati

uCv= H(u) C H(v).

Lemma 5.7 (O pevném bodu). Je-li H : P(x) — P(x) monoténni vzhledem k
inkluzi, pak ezistuje ¢ € P(x) takové, Ze H(c) = c.

Intuice. Predstavme si na chvili, ze H je funkce redlnych ¢isel a chceme najit jeji
pevny bod. Potom davé smysl podivat se na mnozinu {z |z < H(x)}. Nemélo by
nas piekvapit, kdyby supremum této mnoziny byl pevny bod. Ale co je supremum v
nasem kontextu? Kdyz uspofdddme A C P(x) pomoci C, pak supc(4) = [J A.

Diikaz. Necht A= {u € P(x)|u C H(u)} a oznacme ¢ == supc(A) = [J A. Ukdzeme,
ze H(c) = c. Pro kazdou u € A plati

uCe, ¢ je hornf mez A (5.1)
u C H(u), ue A

H(u) € H(c), H je monoténni
u C Hc). z predchozich dvou

Tedy H(c) je horni mez A. Protoze ¢ je nejmensi horni mez A, tak plati

¢ C H(e), ¢ je supremum A
H(c) C H(H(c)), H je monoténni (5.2)
H(c) € A, podle (5.2))
H(c) Ce. podle (5.1))
Méme inkluzi v obou smérech, takze ¢ = H(c). O
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Diikaz Véty[5.5 Smeér ‘=" je trividlni. Pro ‘=" necht f:z — y a g:y — z jsou
prosté zobrazeni. Uvazme ,indukovand“ zobrazeni

f:P(x) = P(y) g:Ply) = P(x)
u— flu], v = glv].

Napiiklad f({1,2,3}) = {f(1), f(2), f(3)}. VSimnéme si, ze f i g jsou monoténni
vzhledem k inkluzi. Chceme zobrazit kus x pomoci f na kus y a zbytek y zobrazit
pomoci g zpatky na zbytek x. Ale obecné to nemusi dohromady vyplnit celou mnozinu
x a muzou tam byt néjaké duplicity.

Definujme zobrazeni H : P(x) — P(z) jako H : u +— x — g(y — f(u)). Déla to,
co je popsané vySe a na konci vezme doplnék. Nagim cilem je najit néjaké ¢ C x,
aby H(c) = ¢, tedy c a g(y — f(c)) tvoii rozklad x. Staci ukdzat, ze H je monoténni
vzhledem k inkluzi. Vezméme libovolné v C v C x. Mame

f(u) C f(v), f je monoténni
y — f(u) 2y —f(v), doplnék do y
gy — f(u)) D gy — f(v)), g je monoténni
H(u) € H(v) doplnék do z

Podle Lemma méa H pevny bod, ozna¢me jej c¢. Tedy ¢ = = — g(y — f(c)), takze
gly — f(c)] = = — ¢. To znamend, ze restrikce g | (y — f(c)) je prosté zobrazeni y — f(c)
na z — ¢, ¢ili bijekce. Inverze bijekce je opét bijekce, tedy g~ | (z — ¢) je bijekce
mezi © — ¢ a y — f[c]. To doplnime bijekeci f | ¢ mezi ¢ a f[c], ¢imz ziskdme bijekci
hi=(flc)U(g! | (x —c)) mezi z a y, kterou také lze zapsat jako

Muzeme tedy prohlasit, ze x =~ y. O

5.2 Definice prirozenych ¢isel a mnoziny w

Zermelo chtél prirozend ¢isla definovat jako 0 := @ a n := {n — 1}. Russel a Frege
zase jako n = {x |z mé n prvku}, to jsou ale vlastni t¥idy. Dnes se pouzivé definice,
kterou navrhl Von Neumann:

0:=92,1:={0},2:={0,1}, ..., n+1:={0,1,...,n} =nU{n}.

Definice 5.8. Funkci ndslednika S : V — V je definovana jako v — v U {v}. Pro
vétsi pohodlnost zépisu budeme namisto S(v) obcas psat v + 1.

Definice 5.9. Mnozina w je induktivni pokud 0 € w a pro vSechna n € w také
n+1ew.

Axiom 5.10 (Axiom nekoneéna). Existuje néjaka induktivni mnozina.
Definice 5.11. Mnozina vSech pfirozenych ¢isel je w = [{w | w je induktivni}.
Lemma 5.12. w je nejmensi induktivni mnoZina (vzhledem k inkluzi).

Dukaz. Pokud je w induktivni, tak 0 € w, takze 0 € w. Pokud n € w, tak pro vSechny
induktivni mnoziny w také n € w, tedyin+1€w atudizn+1 € w. O

Tvrzeni 5.13. w ~ w X w.
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Diikaz. Vyuzijeme Vétu a definujeme prostd zobrazeni

fiw—wxw g:wXw—w
n — (n,0), (a,b) — 2% - 3.
Zobrazeni g je prosté ze zdkladni véty aritmetiky. O

Uloha 5.14. Ukazte, ze w =~ Q, kde Q zna¢i mnozinu vSech raciondalnich ¢isel.
Ndpovéda. Zlomky jsou vlastné usporddané trojice Q C w x w x 2. Napiiklad —3/4
odpovidé trojici (3,4,1) nebo 4/8 trojici (4,8,0).

Princip indukce pro pfirozena ¢isla

Veéta 5.15. Pokud je podmnozina X C w induktivni, potom X = w.

Dukaz. 7 definice w plati w C X, tedy mame inkluzi v obou smérech. O

Znamé vyuziti tohoto principu je nasledujici. Reknéme, ze chceme dokézat ze
vSechna pfirozend ¢isla n € w maji néjakou vlastnost ¢(n). Pak dokdzeme

p(0) A (¥new)(e(n) = p(n+1)),
a podle principu indukce X ={n cwl|p(n)} =w.

Uloha 5.16. Dokaizte z Tvrzeni indukci, ze w ~ w" pro kazdé 0 # n € w.

5.3 Konec¢né mnoziny

Chtéli bychom néjak vyjadrit, co to znamenad, ze dand mnozina je konecna. Asi
¢islo n takové, ze x ~ n. My to udélame trochu oklikou a zavedeme ponékud méné
intuitivni definici, ktera se ale ukaze byt Sikovna v diukazech. Posléze ukazeme, ze
tyto dvé definice jsou ve skute¢nosti ekvivalentni.

5.3.1 Definice koneénosti

Definice 5.17 (Tarski). Mnozina z je konecnd, pokud kazda nepriazdna a C P(z)
m4 maximdlni prvek vuéi inkluzi. Pokud je x kone¢nd, tak piseme Fin(z).

Tohle by pro kone¢né mnoziny mélo intuitivné platit. Vyberu néjaky prvek. Pokud
je maximélni, vyhral jsem. Pokud neni, existuje vétsi prvek, vyberu jej a opakuji.
Ale tieba pro mnozinu v8ech pfirozenych ¢isel w to uz neplati. Kdyz oznac¢ime
[n] =={1,2,...,n}, tak mnozina {[n]|n € w} C P(w) nemd maximalni prvek. Tento
argument zformalizujeme pozdéji.

Pozorovani 5.18. MnozZina x je koneénd <= kazZdd neprdzdnd a C P(x) md
minimalni prvek vici inkluzi.

Dikaz. Definujeme d : P(x) — P(x),u — z\u. Potom v C v < d(u) 2 d(v). Klicova
uvaha: v je maximum mnoziny a C P(x) pravé tehdy, kdyz d(v) je minimum mnoziny
dla] = {d(u) |u € a}. O

Oveétime, ze konetné mnoziny jsou mensi nez ty nekoneéné.

Lemma 5.19. Je-li x konecnd a y nekonecénd, potom x < y.
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Diikaz. Pro spor necht y < z, tedy existuje prosté zobrazeni f : y — z. Jelikoz y je
nekoneénd, tak existuje @ # u C P(y), kterd nema maximalni prvek vuéi inkluzi.
Definujme zobrazeni g : P(y) — P(x) jako ¢ : a — f[a]. Nyni mnozinu u C P(y)
zobrazime na mnozinu g[u] C P(x). Protoze je x kone¢na, tak g[u] ma maximalni
prvek viiéi inkluzi, oznaéme jej m. Zobrazme nyni m pomoci ¢g~' zpatky do u, ¢imz
ziskdme ng = g~ (m) € u. Jelikoz u nem4 maximalni prvek viéi inkluzi, tak existuje
n1 € u takové, ze ng C ny. Jelikoz je f prostd, tak jsou g a g—' také prosté, a proto
m = g(np) C g(n1), coz je spor s maximalitou m. O

Dedekindova definice koneénosti Uvedeme jesté jednu pomérné prirozenou
definici koneénosti.

Definice 5.20. Mnozina x je dedekindovsky koneénd, pokud y < x pro vSechny
vlastni podmnoziny y C . Mnoziny bez této vlastnosti jsou dedekindovsky nekonecné.

Lemma 5.21. Je-li x konecnd, potom je i dedekindovsky konecnd.
Dusledek 5.22. Je-li x dedekindovsky nekonecnd, potom je nekonecnd.

Diikaz. Pro spor necht pro néjaké y C x plati y ~ x a definujeme mnozinu vsech
takovych zlobivych y jako
A={yCuxly~uz}.

Protoze A # @ a A C P(x), tak z konec¢nosti = existuje ¢, minimalni prvek A vuci
inkluzi. Protoze x =~ ¢, tak existuje bijekce f : z — c¢. Oznacme d := f|c|]. Protoze
¢ C z, tak f[c] C flz], tedy d C c. Jenze f | ¢ je bijekce mezi c a d, tedy ¢ ~ d, z
¢ehoz d =~ x, tedy d € A. To je spor s minimalitou c. O

Pozndmka. Opacna implikace v ZF dokazat nelze, potiebujeme alespon néjakou slabou
variantu axiomu vybéru. V ZF dokonce mohou existovat dedekindovsky konecné
mnoziny x, pro které je P(x) dedekindovsky nekonecn4.

Tvrzeni 5.23. w je dedekindovsky nekonecnd, a tedy nekonecnd.

Dukaz. Musime najit ngjakou mnozinu w C w takovou, ze w ~ w. Vezméme mnozinu
w = w \ {0}. Nasi bijekci je funkce néslednika S : w — w, n— n + 1. O

Dalsi definice kone¢nosti Prestoze Dedekindova definice konecnosti neni ekviva-
lentni Tarskiho definici, existuje spousta jinych tvrzeni, které ji ekvivalentni jsou:

Fakt 5.24. Ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentni:

(1) MnozZina x je koneénd (podle Tarskiho).

(2) Existuje néjaké n € w takové, Ze x =~ n.

(3) Euxistuje linedrnd uspordadani ‘<’ na x, které je dobré, a >’ je také dobré.

(4) Ezistuje néjaké linedrni uspordddni na x, a navic kazdd dvé linedrni uspordaddani

na T jsou izomorfni.

(5) P(P(x)) je dedekindovsky koneénd.
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5.3.2 Vlastnosti koneénych uspoiradani

Lemma 5.25. Je-li x konecnd mnoZina usporddand relaci <, potom md kaZdad
neprdzdnd y C x minimdlni i maximdlni prvek vuci <.

Dikaz. Maximalitu vuci < prevedeme na maximalitu vuci C. Méme (z, <) a @ #
y C z. Pro kazdé a € y uvazme (+,a] C . Ozna¢me u = {(+,a]|a € y} C P(z).
Jelikoz u # @ a x je koneénd, tak v ma minimalni i maximalni prvek vuéi inkluzi.
Vsimnéme si, ze pokud je (+—,m] maximdlni v u vzhledem k C, tak m je maximaln{
v y vzhledem k <. Obdobné pro minimum. O

Disledek 5.26. KazZdé linedrni usporaddni na koneéné mnoZiné je dobré.
Diikaz. Jelikoz v linedrnim uspofadani je minimalni prvek automaticky i nejmensi. [
Véta 5.27. KazZdd dvé linedrni usporaddni na koneéné mnozZin€ jsou izomorfni.

Diikaz. Necht R, S jsou linedrni usporddani na koneéné mnoziné z. ProtoZe z je
koneéna, tak diky predchozimu dusledku to jsou dokonce dobra uspoiradani. Mame
tedy dvé dobie usporddané mnoziny, (z, <g) a (z, <g). Podle Véty je mnozina
(z, <R) izomorfn{ s néjakou dolni podmnozinou (y, <g) C (z, <g). Mohlo by to byt
i naopak, ale BUNO uvazme tuto variantu. Chceme ukézat, Ze y = x. Pro spor necht
y C x. Jelikoz se jedna o izomorfismus, tedy specialné bijekci, tak y ~ x. Coz ale
znamens, ze x neni dedekindovsky konecnd, a to je spor s Lemma [5.21] O

5.3.3 Princip indukce pro kone¢né mnoziny

Definice 5.28. Definujeme tiidu vsech koneénych mnozin Fin := {z | Fin(z)}
Véta 5.29 (Princip indukce pro koneéné mnoziny). Je-li X trida, pro kterou plati
(i) o€ X,
(i) z € X = (Vy)(z U {y} € X),
potom Fin C X.
Diikaz. Pro spor nechf existuje néjakd mnozina x € Fin\ X. Definujme
w={vCxlve X}

Podle je @ € w, takze @ # w C P(z). Protoze je x koneénd, tak w ma maximalni
prvek vuéi inkluzi, ozna¢me jej vg. Tedy vy C z, ale vy # x, protoze vg € X. To
znamend, ze existuje néjaky prvek y € x \ vg. Polozme vy := vg U {y}. Podle plati
v1 € w, coz je spor s maximalitou vg. ]

Fakt 5.30. Twrzeni Ze relace porovndvani velikosti mnozin < je trichotomickd na 'V,
je ekvivalentni axiomu vybéru, ¢ili jej v ZF nelze dokdzat.

Ukézeme, Ze pro kone¢né mnoziny to jde:
Lemma 5.31. Kazdd koneénd mnoZina je srovnatelnd se vSemi mnozinami.
Fin(z) = (Vy)(z 2y Vy <z).
Diikaz. Pomoci principu indukce. Ukédzeme, ze X = {z | (Vy)(z <= yVy = x)} spliuje

obé dvé podminky, z ¢ehoz Fin C X a plati to pro vSechny koneéné mnoziny.

27



(i) @ € X protoze (Vy) : @ C y, takze @ < y.

(i) Necht z € X, u je libovolnd mnozina a z = z U {u}. Chceme ukdzat, ze 2z € X.
BUNO u ¢ x. Necht y je libovolnd mnozina. Podle predpokladu je x < y nebo
y =< x. Mohou nastat dvé moznosti:

(a) y <z, pak y < 2 U {u}.

(b) x <y, ukdzeme x U {u} < y. Necht f:x — y je prosté zobrazeni z do y.
Jelikoz = < y, tak existuje v € y \ f[z]. Definujme g : z U {u} — y jako
g = fU(u,v). g je prosté zobrazeni z U {u} do y, tedy x U{u} <y. O

Uloha 5.32. Dokaizte indukef, ze pokud  je koneénd a f : & — y, potom Rng(f) =< z.

Uloha 5.33. Dokazte indukci, ze kazdou konetnou mnozinu lze dobfe uspoiadat.

5.3.4 Operace zachovavajici konec¢nost

Lemma 5.34. Plati
(a) Fin(z) Ay C 2z = Fin(y),
(b) Fin(z) Ay ~x = Fin(y),
(¢) Fin(z) Ny <z = Fin(y).
Diikaz. Vsechno to jsou snadné pozorovani:

(a) Ukazeme, ze libovolnd @ # w C P(y) ma maximalni prvek. To je jednoduché,
protoze w C P(y) C P(z), tudiz w C P(z) a z je konecna.

(b) Ziejmé P(z) ~ P(y), dokonce jsou izomorfni vzhledem k C. Vynechdme detaily.
(¢) Plyne z piedchozich dvou. Vezmeme néjakou z C x takovou, ze z ~ y. O
Lemma 5.35. Fin(z) A Fin(y) = Fin(z Uy)

Diikaz. Necht @ # w C P(x Uy), nalezneme maximalni prvek. Idea je takovd,
7e se zvlast podivame na z-ové a y-ové prvky mnoZin ve w, najdeme maxima a
zkombinujeme je. Definujme zobrazeni
fo:rw— P(x) fyrw—P(y)
u—une, U= uny.

Potom ozna¢me
wy = {fz(u) |u € w}.

Ziejmé @ # w, C P(z), takze ma maximélni prvek vuéi inkluzi, ozna¢me jej v,.
Nyni polozme
Wy = {fy(u> ’u cwA fz(u) = Ux}'

Opét @ # w, C P(y), takze ma maximélni prvek v,. V8imnéme si, ze v, U vy je
hledany maximalni prvek mnoziny w. Kdyby ne, tak by to byl spor s maximalitou
vz nebo vy. ]

Tvrzeni 5.36. Sjednoceni konecné mnoha konecngch mnozin je koneénd mnoZina.

Fin(z) A (Va € x) Fin(a) = Fin(U z).
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Diikaz. Pomoci principu indukce. Polozme X = {z |2 C Fin = Fin((Jz)}.
(i) @ € X, protoze | J@ = @ a Fin(@).

(ii) Necht x € X, y je libovolnd mnozina, ukazeme x U {y} € X. Pokud y je
nekonecnd, tak = U {y} Z Fin. Jinak suma mnoziny x U {y} je

Ueufyh) =yulJ=,
tedy sjednoceni dvou koneénych mnozin, coz je koneé¢na mnozina. O

Dusledek 5.37 (Dirichletuv princip pro nekoneéné mnoziny). Je-li nekonecénd
mnozina sjednocenim konecéné mnoha mnozin, pak alesporn: jedna z nich je nekoneénd.

Lemma 5.38. Fin(z) = Fin(P(x)).
Diikaz. Pomoci principu indukce. Polozme X = {z | Fin(P(x))}.
(i) @ € X, protoze P(2&) = {@} je koneéna mnozina.

(ii) Nechf z € X a y je libovolné mnozina, ukézeme 2 U {y} € X. BUNO y ¢ z.
Rozdélime P(z U {y}) na dvé ¢asti: P(z) a z :== P(z U {y}) \ P(x). VSimnéme
si, ze P(x) =~ z bijekci f : P(z) — z,u — u U {y}. Z ptedpokladu je P(z)
konec¢nd, tedy z konecna také a sjednoceni konec¢nych mnozin je konecné, tedy
P(z)Uz=P(xU{y}) je konetnd mnozina. O

Dusledek 5.39. Fin(z) A Fin(y) = Fin(x x y)
Diikaz. x x y C P(P(zUy)), jak jsme jiz ukdzali v dikazu Lemma [4.15] O
Uloha 5.40. Ukazte pomoci principu indukce, ze kartézsky soucin konetné mnoha

kone¢énych mnozin je koneény.

5.3.5 Definice koneénosti pomoci ptirozenych cisel
Vzpomenme si, ze prirozend ¢isla jsme definovali jako
0:=g,1:={0},2:={0,1}, ..., n+1:={0,1,...,n} =nU{n}.
Lemma 5.41. Kazdé prirozené ¢islo je koneénd mnozina. Neboli n € w = Fin(n).

Diikaz. Indukcei podle n. Zjevné Fin(0). Nyni necht pro n € w plati Fin(n). Protoze
sjednoceni dvou koneénych mnozin je kone¢né, mame Fin(n U {n}) O

Véta 5.42. Mnozina x je koneénd <= x ~n pro néjoké n € w.

Dukaz. Smeér ‘<=’ z predchoziho lemma. Opaény smér principem indukce pro konecéné
mnoziny. Definujeme mnozinu

X ={z|(3En € w)(x =n)}.
Splnime piedpoklady principu indukce, z ¢ehoz poplyne Fin(z) = = € X.
(i) @ € X, protoze @ ~ 0.

(i) Necht € X a y je mnozina. Chceme ukdzat z U {y} € X. Mdme z ~ n
pro né&jaké n € w. BUNO necht y ¢ = (jinak z U {y} = = = n). Tvrdime, ze
xU{y} =~ n+1. Bijekci f : £ — n rozsiiime o prvek (y,n), ¢imz ziskdme bijekci
g:zU{y} - n+1 Tedy zU{y}=~n+1lazU{y} e X. O
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5.4 Usporadani prirozenych cisel relaci nalezeni
Lemma 5.43 (O vlastnostech ptirozenych ¢isel). Pro libovolnd n,m € w plati
(a) new=nCuw,

(b) men=mCn,

(c) n¢n.
Dukaz. Tohle je intuitivné ziejmé, ale my to dokazeme formalné indukci podle n.

(a) Pro nulu to plati, protoze 0 C w. Potom pro n € w uz mame n C w. Protoze
ne€w, tak {n} CwainU{n} Cw

(b) Pro nulu to zjevné plati. Nyn{ necht to plat{ pro n. Chceme ukézat, ze pokud
m € S(n), potom m C §(n). Jelikoz m € S(n) =nU {n}, tak bud men az
indukéniho predpokladu m C n C S(n), nebo m =n C S(n).

(c) Pro nulu to plati. Nynf nechf n € w a n ¢ n. Pro spor predpokladejme, Ze
S(n) € S(n) = nU{n}. Potom bud S(n) € n nebo S(n) = n. V obou piipadech
dostdvdme inkluzi S(n) C n. Jenomze S(n) = n U {n}, takze n € n coz je spor
s indukénim predpokladem. O

V Tvrzeni jsme dokézali, ze w je dedekindovsky nekonecnd a tudiz nekonecnd.
Ted to udéldme pifmo z definice koneénosti.

Tvrzeni 5.44. w je nekoneénd.

Dukaz. Musime najit néjakou neprézdnou podmnozinu P(w), kterd nema maximalni
prvek. Ukéaze se, Ze to je samotnd w. Podle Lemma pro kazdé n € w plati n C w,
tedy n € P(w), proto w C P(w). Zjevné w # @. Ukdzeme, ze nemd maximalni prvek
vuci inkluzi. Kdyz n € w, tak n C nU {n} € w, tedy n nenf maximalni. O

Lemma 5.45. Pro libovolnd n,m € w plati
men < mon

Dikaz. Smér ‘= plyne z m C n an ¢ n. Smér ‘=’ indukei podle n. Pron =0
nelze splnit predpoklad m C 0, takze to plati. Nyni necht to plati pro néjaké n € w.
Predpokladame, ze m C S(n), budeme chtit ukazat, ze m € S(n).

Ukézeme m C n, tedy bud m C n a podle indukéniho piedpokladu m € n, nebo
m = n, kazdopadné m € nU {n} = S(n).

Pro spor necht m C S§(n) = nU {n}, ale m € n. Potom musi byt n € m, tudiz
podle Lemma [5.43|n C m, takze n U {n} = S(n) C m, coz je spor s m C S(n). O

Lemma 5.46. Relace € je linedrni ostré uspotrdaddni na w. Neboli pro vSechna
k.,n,m € w plati

(i) n ¢ n, ... antireflexibilita
(i) menAnek=mEek, ... tranzitivita
(iii) menVvm=nVnem. ... trichotomie

30



Diikaz. Jak jsme dokézali v Lemma m
Podle ptedchoziho lemma lze relaci € zaménit za C, coz je tranzitivni.
Pro pevné zvolené n to dokazeme indukci podle m. Definujme mnozinu

X(n)={mewlmenvm=nVnecm}.

Dokéazeme, ze X (n) je induktivni a tedy X (n) = w. Nejprve uvazme n = 0. Urciteé
0 € X(0), protoze 0 = 0. Indukén{ krok: je-li m € X(0), tak bud m = 0 nebo 0 € m.
Kazdopédné 0 € m U {m} = S(m) a tedy S(m) € X(0). Z toho také vyplyva, ze pro
kazdé n € w je 0 € X (n). Nyni zvolme n # 0 a m € X(n).

(a) Pokud m € n, tak podle pfedchoziho lemma m C n. Také {m} C n, tedy
S(m) C n. Pokud §(m) = n tak jsme hotovi. Pokud S(m) C n, tak podle
predchoziho lemma S(m) € n.

(b) Jinak m = n nebo n € m, kazdopadné n € m U {m} = S(m).
V obou piipadech S(m) € X (n), tudiz X (n) = w. O
Véta 5.47. w je dobre ostre usporadand relaci €.

Diikaz. Necht @ # a C w. Jelikoz € je linearni na w, tak ndm staci najit minimalni
prvek a (bude automaticky i nejmensi). Zvolme néjaké n € a. Pokud je minim&lni,
tak jsme vyhrali. Jinak necht b := n N a. Protoze n je konetnd, tak b je konecnd (a
neprazdnd). Podle Lemma ma b minimélni prvek, ozna¢me jej m. Tvrdime, Ze
m je minimalni i v a. Kdyby existovalo néjaké x € a takové, ze x € m (je mensi nez
m), tak dojdeme ke sporu. Jelikoz € m € n, tak z € n a mame x € b. Ale m je
minimalni v b. O

Umluva 5.48. Od ted budeme dobfe (ostfe) usporddanou mnozinu (w, €) psat jako
(w, <) a pro prirozend ¢isla budeme psat n < m namisto n € m.

Dalsi véta ndm umozni poznat, kdy je néco usporadané stejné jako w.

Véta 5.49 (O charakterizaci uspofdddni w). Necht (A, <g) je linedrné usporddand
nekoneénd mnozina spliujici pro kazZdé a € A, Ze (+,a] je koneénd. Potom je ‘<pg’
dobré uspordddni a navic jsou usporddané mnoziny (A, <gr) a (w, <) izomorfn.

Diikaz. Prvni ¢4st je téméf stejné jako diikaz posledni véty. Nechf @ # ¢ C A a
a € c. Pokud a neni minimalni (nejmensi), tak ozna¢me b := c¢N (<, a]. Plati a € b,
takze @ # b C (+—,al]. Podle predpokladu je b kone¢nd, takze ma miniméln{ prvek m.
Chceme ukdzat, Ze m je minimdlni i v c. Pro spor necht existuje néjaké x € ¢ takové,
ze x <g m. Ukédzeme, Ze x € b, coz bude spor. Protoze x <gp m <g a, tak z € (+,d]
a navic x € ¢, takze x € b.

Zbyvé ukdzat, ze (A, <g) a (w, <) jsou izomorfni. Podle Véty [4.47 nastane jedna
ze dvou moznosti:

(a) A je izomorfni s néjakou dolni podmnozinou B C w. Tvrdime, ze B neni shora
omezena. Kdyby byla, tak by existovalo néjaké n € w takové, ze b < n pro
véechny b € B. Cili B C n, jelikoz b < n znamend b € n, takze B by byla
konec¢né, coz je spor s A &~ B, protoze A je nekonec¢né. Jelikoz B neni shora
omezena, tak kazdé n € w je mensi nez néjaky prvek B a tedy n € B, protoze
B je dolni podmnozina. Tudiz B = w.

(b) w je izomorfni s néjakou dolni podmnozinou C' C A. Opét C' neni omezena,
stejnym argumentem. A opét C' = A, protoze C je dolni podmnozina. O
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5.5 Spocetné a nespocetné mnoziny

Klasifikujeme mnoziny podle jejich vztahu k pfirozenym ¢islim. Pfipomenime, ze
mnozina x je kone¢nd, pokud =z ~ n pro néjaké n € w.

Definice 5.50 (Spocetnost). Mnozina x je
e spocetnd, pokud z =~ w,
e nejuyse spocetnd, pokud je spocetnd nebo koneénd,
e nespocetnd, pokud neni nejvyse spocetna.

Pozndmka. Pojmem ,spocetnd mnozina“ se ¢asto mysli ,nejvyse spocetna.“ Pokud
to chceme rozlisit, tak mtizeme pouzit termin ,spocetné nekoneéna.“ Ale v tomto
textu budeme pouzivat terminologii zavedenou vyse.

Tvrzeni 5.51. Pro mnoZinu vSech prirozenych cisel plati, Ze
(1) kazdd shora omezend podmnozina A C w je konecnd,
(ii) kazdd shora neomezend podmnozina A C w je spocetnd.
Diikaz.
(i) Pokud je A shora omezend ¢islem n € w, pak A C S(n), tedy A je kone¢na.

(ii) Je-li A C w koneéna, tak mé podle Lemma maximélni (nejveétsi) prvek,
tedy je omezend. Obménou: je-li A neomezend, pak je nekonecna. PotFebujeme
ale spocetnost. Jelikoz je A nekoneénd, linearné uspotradand relaci < a pro
kazdé n je («+,n] C S(n) konecnd, tak usporddané mnoziny (A4, <) a (w, <)
jsou izomorfni podle Véty Specidlné A ~ w. O

Disledek 5.52. MnozZina x je nejvyse spocetnd <— x < w.

Dusledek 5.53. KaZdd podmnoZina spocetné mnoZiny je nejuyse spocetnd.

Diikaz. Necht je A spocetnd, f : A — w bijekce, a B C A podmnozina. Potom
B~ f[B] Cw, tedy B R w. O
5.5.1 Operace zachovavajici spocetnost

Definice 5.54. Definujeme lezikografické (ostré) usporddani < na w x w jako

mq < meo, nebo

(m1,m) <p (ma2,n2) < {
mi1 =mo A np <ng.

Intuice. Lexikografické usporddani je dobré na w x w. Prvky jsou vlastné usporadané
do mitizky, sloupecky jsou nekonecné stoupajici fetézce a n-ty sloupecek je mensi nez
(n + 1)-ni sloupecek.

Priklad. Plati, ze (w x 2, <r,), tedy nekoneéné sloupecku vysky dva, je izomorfni
s (w, <). Ale (2 X w, <1.), tedy dva nekonecné sloupecky, neni izomorfni s (w, <),
prestoze je dobie usporddand. Tohle lze snadno ovérit pomoci Véty

Definice 5.55. Definujeme mazimo-lexikografické (ostré) usporadani C na w X w
jako

max{mi,n1} < max{maz,ns}, nebo

(m1,n1) T (ma,n2) <=
max{mi,n1} = max{meo,n2} A (m1,n1) <z (ma,n2).
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Intuice. Prochazime jakoby ¢tverce nebo pravé uhly v néjaké vzdalenosti od pocatku,
a veéci ve stejné vzdalenosti prochézime lexikograficky. Tohle je mozna dobré si
namalovat na kus papiru.

Uloha 5.56. Ovéfte pomoci Véty ze (w X w, C) je izomorfni s (w, <).
Disledek 5.57. w x w =~ w.

Pozndmka. Tohle jsme dokézali jiz difve pomoci zakladni véty aritmetiky, ale ted
to umime i bez ni. Pfistup s uspofddanim C je navic mnohem obecnéjsi, protoze v
jeho definici muzeme nahradit w za jakoukoliv jinou dobfe uspofddanou mnozinu
(w, <). Pak lze ukdzat (ale my na to zatim nemdme ndstroje), ze uspordadané mnoziny
(wx w, C) a (w, <) jsou izomorfni, a tudiz w X w ~ w.

Dusledek 5.58. Mnoziny Z a Q jsou spocetné. V sekci[5.9 jsme to dokdzali pomoct
aritmetiky, oviem ted to umime i bez ni.

Ukéazeme, ze podobné jako konecné sjednoceni nebo koneény soucin koneénych
mnozin je kone¢ny, vyrobit ze spo¢etnych mnozin nespocetnou mnozinu neni jen tak.

Véta 5.59. Jsou-li A, B spocetné mnoziny, pak AU B a A X B jsou také spocetné.

Diikaz. Necht f: A — wag: B — w jsou bijekce. Definujeme zobrazeni h : AUB —
w X 2 jako

ha) {<f<x>,0>, pro s € 4,
(9(x),1), jinak.

Zobrazeni h je prosté, takze AUB =< w X 2 =~ w. Navic w & A C AU B, takze
w < AU B. Podle Cantor—Bernsteinovy véty plati AU B ~ w.

Nyni pro A x B. Definujeme j : A X B — w X w jako j : (a,b) — (f(a),g(b)).
Vsimnéme si, Ze j je bijekce, tedy A X B~ w X w =~ w. O

Diisledek 5.60. Konecénd sjednocent a konecné kartézské souciny spocetnijch mnozin
jsou spocetné.

Diikaz. Indukef; muzeme pouzit jak princip indukce pro koneéné mnoziny, tak princip
indukce pro pfirozend ¢isla (diky Vete [5.42)). ]

Dusledek 5.61 (Dirichletuv princip pro nespo¢etné mnoziny). Je-li nespocetnd
mnozina sjednocenim konecné mnoha mnozin, tak alespori jedna z nich je nespocetnd.

Véta 5.62. Je-li A spocetnd mnoZina, potom
(a) mnozina [A]=¥ viech konecngjch podmnozin mnoziny A je spocetnd,
(b) mnoZina A< vsech konecnych posloupnosti prvki mnoZiny A je spocetnd.

Dukaz. Jelikoz A je spocetnd, tak muzeme predpokladat, ze A = w. Mohli bychom
definovat néjaké vhodné usporadani na [w]< a ovérit ze splituje podminky Véty
a z toho [w]<¥ ~ w. Potom si muzeme uvédomit ze koneéné posloupnosti piirozenych
¢isel jsou vlastné prvky [w x w]<¥, a jelikoz w X w = w, tak w<¥ ~ w.

Tento pifstup je popsany v Pifkladu 6.28 v prvni kapitole Balcar-Stépanka [1],
ale jednodussi (prestoze koncepéné méné Cisté) je kédovani pomoci prvocisel. Zjevné
w = [w]¥ = w<¥. Definujeme prosté zobrazeni f : w<“ — w. Jelikoz prvocisel
je nekoneéné mnoho, existuje bijektivni zobrazeni 7 které je enumeruje; tedy m(n)
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je n-té nejmensi prvocislo, kde indexujeme od nuly. Kone¢nou posloupnost z =

(0, T1,y ..., Tn—1) € WY pak muzeme zakddovat jako soucin
f@ =] ~6"
<n
Toto zobrazeni je prosté ze zakladni véty aritmetiky. O

Pozndmka. Obecnéji se pomoci axiomu vybéru dd dokdzat, ze [A]<¥ ~ A<“ ~ A pro
jakoukoliv nekone¢nou mnozinu A.

Zda se, ze na to, abychom ze spocetné mmnoziny vyrobili nespocetnou, bude
potieba néjaka nekoneénd operace. Co kdybychom udélali sjednoceni nebo souéin
spocetné mnoha spocetnych mnozin? Tyto pojmy si formalné definujeme az v kapitole
o axiomu vybéru, zatim je muzeme vnimat intuitivné. Ukazeme, ze soucin bude
nespocetny, nehledé na platnost axiomu vybéru. Spocetnost sjednoceni nelze v ZF
rozhodnout, ale ukdzeme, ze v ZFC bude sjednoceni spocetné.

5.5.2 Cantorova véta

Véta 5.63 (Cantor). Pro kazdou mnozinu x plati x < P(x).

Cantor tuto vétu dokazal svoji slavnou diagonalizaéni metodou. Nez ji dokdzeme,
tak tuto metodu demonstrujeme na piipadu w < P(w).

Tvrzeni 5.64. w < P(w).

Dukaz. Zjevné w < P(w), pomoci prostého zobrazeni w — P(w) definovaného jako
n — {n}. Navic si vzpomenme, ze jsme v Lemma pomoci charakteristickych
funkei podmnozin A C w ukdzali, ze P(w) ~ “2. Pro spor tedy muzeme predpoklddat,
ze existuje bijekce f :w — “2, kterd kazdé nekoneéné posloupnosti nul a jednicek
priradi jednoznaé¢né pfirozené ¢islo.

Oznacme jako m, := f(n) posloupnost, kterd dostala ¢islo n. Ukazeme, ze néjakd
posloupnost ¢ : w — 2 musi chybét (nedostala zadné c¢islo). Jeji n-ty clen o(n)
definujeme jako 1 — 7w, (n). Tedy pokud 7, méla na n-té pozici jednicku, tak jsme do
o napsali nulu, a naopak. Jelikoz se o 1isi od kazdé z posloupnosti m,, konkrétné na
n-té pozici, tak ji nemohlo byt ptifazeno zadné ¢islo, a f tudiz neni bijekce. Spor. [

Dausledek 5.65. Mnozina P(w) je nespocetnd.

Nyni dokdzeme Cantorovu vétu. Prestoze se dukaz muze zdét jiny nez dikaz
predchoziho tvrzeni, v§imnéme si, zZe vyuziva naprosto stejnou myslenku.

Dikaz Veéty[5.63 Zjevné x < P(x), pomoci prostého zobrazeni x — P(x) defino-
vaného jako a — {a}. Pro spor piedpokladejme, zZe existuje bijekce f : z — P(x).
Definujme mnozinu 7' := {a € x| a ¢ f(a)}. Nyni pro kazdé a € x nastane jedna ze
dvou situaci:

WeT = a¢ fa) = T4 f(a),
a¢T = a€ fla) = T # f(a).

V kazdém piipadé T # f(a), takze T' nemd vzor, coz je spor s tim, ze f je bijekce. [
Dusledek 5.66. Univerzdlni trida V je vlastni tridou.

Dukaz. Kdyby byla mnozinou, tak V < P(V). Ale urcité P(V) = V, coz je spor. [
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Dusledek 5.67. Pro kazdé n > 1 je trida vsech n-prvkovijch mnozin vlastni tridou.

Diikaz. Kdyby byla mnozinou, tak z axiomu sumy by byla jeji suma také mnozina.
Ale jeji suma je V. O

Uloha 5.68. Rekneme, ze funkce [ w — w nakonec dominuje funkci g : w — w,
pokud existuje néjaké ng € w takové, ze pro vSechna n > ng plati f(n) > g(n).
Dokazte diagonalizaéni metodou, ze pro kazdou rodinu funkef {g, : w — w|n € w}
existuje néjaka funkce f : w — w, kterd je vSechny nakonec dominuje.

5.5.3 Kardinalita kontinua

Kardinalitou kontinua myslime mohutnost mnoziny redlnych ¢isel. Tento nazev
se ujal, protoze standardni uspoiradéani redlnych ¢isel je iplné (nemd zadné ,diry*).

Dedekindovy fezy Nez za¢neme néco dokazovat, tak predvedeme jednu z moznych
konstrukci realnych ¢isel, konkrétné pomoci takzvanych dedekindovijch tezil.

Definice 5.69. Mnozina X C Q je dedekinduv ez, pokud
(i) X je dolni podmnozina Q,
(ii) existuje-li supg(X), potom supg(X) € X.

Takze tieba Q N (—oo, 1) neni dedekinduv fez, ale Q N (—oo, 1] ano. Jinak by
to nebylo jednoznac¢né. Oviem Q N (—o0o,v/2) = QN (—o0,v/2] je dedekinduv fez,
protoze tato mnozina nemé v Q supremum.

Reélna c¢isla pak muzeme definovat jako mnozinu vSech dedekindovych fezu
X C Q usporadanych inkluzi.

S redlnymi ¢isly vSak vétsinou pracujeme jako s nekoneénymi népisy v desitkové
soustavé, obsahujicimi konecny prefix nasledovany teckou a nekoneénym sufixem
desetinnych mist. Pro nds bude prakti¢téjsi je interpretovat ve dvojkové soustaveé.

Véta 5.70. “2~ P(w) =~ R~ [0, 1].
Diikaz. P(w) ~ “2 uz vime z Lemma Jako dalsi ukdzeme [0, 1] ~ “2.
(i) [0,1] = 2. Cislo a € [0, 1] zapiSeme bindrné. Pokud a = 0, tak mame 0.000... a
pokud a > 0, tak O.agajas. .., kde nekonetné mnoho a; je 1 abychom odstranili

duplicity pro periodicka ¢isla. Takze tieba 0.519 = 0.1 zapiSeme jako 0.0111....
Tyto nekonecéné posloupnosti jsou zjevné funkce z w do {0, 1}.

(ii) “2 < [0,1]. Problém je, ze posloupnosti 0.1000... a 0.0111... se zobrazi na
stejné redlné ¢islo. Ale kdybychom to c¢etli ve trojkové soustavé, tak uz to
budou ruzn4 &isla. Proto definujeme funkei f:“2 — [0, 1] jako

00

Qi
(ao,al,aQ,...)»—> E PR
1=0

Podle Cantor-Bernsteinovy véty plati P(w) =~ “2 ~ [0, 1]. Zbyva ukazat [0, 1] =~ R.
Ziejmeé [0,1] X R, protoze [0,1] C R. Opacné R =< [0, 1] napiiklad prostou funkef

arctan : R — (—7/2,7/2),
kterou vhodné upravime, aby obor hodnot byl podmnozinou intervalu [0, 1]. ]

Uloha 5.71. Ukaite, ze [0,1]2 ~ [0,1], tedy &tverec se zobrazi na tsecku. Jelikoz
[0,1] = R, tak dostdvame R x R ~ R, tedy plocha se zobrazi na pfimku.

Resend. Pokud si nevite rady, tak hezky vysvétlené fesend je v [2].
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5.5.4 Hypotéza kontinua

Ukazali jsme, ze redlnych ¢isel je vice nez piirozenych. Je pfirozené polozit si
otazku, zda existuje néco mezi? Bylo by hezké, kdyby nejmensi mnozina, vétsi nez
pfirozend ¢isla, byla redlnd piimka (kontinuum). Tato myslenka se nazyva hypotéza
kontinua, anglicky Continuum Hypothesis (CH). Formuloval ji uz Cantor a k4, ze
neexistuje zddna mnozina x takova, ze

w=<z=<Pw)=R.

Tedy kazdd nekonetna x C R je bud spocetnd, nebo ekvivalentni s R. Godel (1940)
dokéazal, ze CH nelze v ZFC vyvrétit. Cohen (1963) dokdzal, Ze nelze v ZFC dokéazat.
Tedy je mozné k ZFC bezesporné piidat jako axiom CH i ~CH.

5.5.5 Algebraicka cisla

Definice 5.72. Algebraickd c¢isla jsou realné kofeny polynomu s celo¢iselnymi
koeficienty. Realnd ¢isla, kterd nejsou algebraicka, nazyvame transcendentni.

Takze napifklad v/2 je algebraické ¢islo, protoze je kofenem polynomu 22 — 2.
Tvrzeni 5.73. Algebraickijch cisel je spocetné mnoho.

Diikaz. Polynom s celo¢iselnymi koeficienty mtizeme reprezentovat jako kone¢nou
posloupnost (ag, a1, ..., ay) celych &isel. Celych ¢isel je spocetné mnoho, takze téchto
posloupnosti je podle Véty také pouze spocetné mnoho.

Tedy kazdému polynomu s celo¢iselnymi koeficienty muzeme piitadit néjaké
unikatni pofadové ¢islo & € w. Navic vime, Ze polynom stupné n ma nejvyse
n ruznych realnych kotenu. Algebraickych ¢isel je urcité alespon spocetné mnoho,
musime ukazat, ze jich neni vic. Proto definujeme prosté zobrazeni vSech algebraickych
¢isel do spocetné mnoziny w X w. Kazdy redlny kofen x polynomu

ao+ a1zt + -+ an_12" !+ apa™ =0, an #0

je jednoznac¢né urcen dvojici (k, £), kde k je ¢islo prifazené tomuto polynomu a ¢ udéva,
ze x je -ty nejmenéﬂ realny koten tohoto polynomu. Ovsem jedno algebraickém
¢islo muze byt kofenem vice ruznych polynom — rovnici sta¢i vynéasobit néjakou
konstantou. Proto algebraickému éislu x prifadime ze vsech dvojic (k,£), které mu
odpovidaji, tu, kde je k nejmensi mozné. O

7 Dirichletova principu pro nespocéetné mnoziny pak dostdvame nejenom to, ze
transcendentni ¢isla existuji (prestoze jsme zddné nesestrojilil), ale dokonce, ze skoro
vSechna redlnd ¢isla jsou transcendentni:

Dusledek 5.74. Transcendentnich ¢isel je nespocetné mnoho.

5 ~ . z ~
°Neuvazujeme opakované kofeny.
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6 Axiom vybéru

Axiom vybéru, anglicky Axiom of Choice (AC), uz jsme zminili mnohokrat. Jeho
pridanim do ZF ziskame teorii ZFC. Pfipomenme, ze pokud je ZF konzistentni,[ﬂ
potom je ZFC také konzistentni. Cili to, zda véiime nebo nevéiime axiomu vybéru,
je cisté filozofické rozhodnuti, na konzistenci teorie mnozin to nic nezmeéni.

Bez axiomu vybéru nelze dokdzat mnoho véci, které by intuitivné mély platit, ale
zaroven byl historicky kontroverzni, protoze nékteré jeho dusledky jsou na hranici
paradoxnosti. Napriklad princip dobrého usporadani, ktery rika, ze kazdou mnozinu
lze dobfie uspofédat[] Daéle pomoci axiomu vybéru lze zkonstruovat podmnoziny
realnych cisel, které nejsou Lebesgueovsky méfitelné, coz je jadro slavného Banach—
Tarskiho paradoxu. Ten uvadi postup, jak rozdélit jednotkovou kouli na koneény
pocet ¢asti a tyto ¢dsti preskupit tak, aby vznikly dvé koule identické s tou puvodni.

Axiom vybéru je také velmi dilezity mimo teorii mnozin, kde jeho slabsi varianty,
jako jsou axiom spocetného nebo axiom zavislého vybéru, vyuzivame implicitné a ani
si to neuvédomujeme. Tyto dvé zminéné slabsi varianty ovSem nastésti neumoznuji
zrekonstruovat paradoxy zminéné vyse.

6.1 Indexované soubory mnozin

Definice 6.1. Indexovany soubor mnozin <X¢ |i € I> je zobrazeni F' s defini¢nim
oborem I, kde X; oznacuje mnozinu F'(i). Rikdme, ze I je indexovd trida tohoto
souboru a ze = patii do souboru, jestlize pro néjaké i € I plati x = X;. Definujeme

U Xi = [ JRng(F),

i€l

() Xi =) Rog(F),

i€l

X X; = {f|f:[—> UX: A (vie D) eXi)}.
iel iel

Definice kartézského sou¢inu mé smysl jen pro soubory indexované mnozinou, protoze
vlastni tiidy nebohou nikam nélezet.

Lemma 6.2. Je-li indexovd trida I souboru <X¢ |i € I> mnozinou, potom jsou tridy
Uier Xi» Nicr Xi a X, Xi také mnoZinami.

Dikaz. Dom(F') = I je mnozina, takze z axiomu nahrazeni je Rng(F) = F[I] také
mnozina. Proto jsou suma a prunik také mnoziny. Kartézsky soucin je podmnozinou
tiidy vSech zobrazeni z I do |J;c; X, coz je podle Lemma mnozina. O

Pozorovani 6.3. Pokud pro kazdé i € I je X; = X, tak X,.; X; = I'x.

Lemma 6.4. Je-li <XZ- |i € w> soubor spocetné mnoha mnozin spliugicich 2 <X X,
kde na kazdém X; navic existuje dobré usporddani, potom je kartézsky soucin tohoto
souboru nespocetny.

Dikaz. Neni tézké ukazat, ze

€W 1€w

5Tedy m4 model, nebo ekvivalentné, nenf v nf mozné dokézat spor.
"Specislné reslns &isla lze dobie usporadat. Tedy Ze z kazdé neprazdné podmnoziny redlnych
¢isel lze vybrat néjaké kanonické nejmensi ¢islo. Co je napfiklad nejmensi ¢islo v intervalu (0,1)?
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prosté z kazdého X; nejprve vezmu nejmensi prvek, a potom druhy nejmensi. Podle
piedchoziho pozorovani ovsem plati X, 2 = “2 =~ P(w), coz je podle Cantorovy
véty nespocCetnd mnozina. O

Disledek 6.5. Kartézsky soucin spocetné mnoha spocetngch mnozZin je nespocetny.

6.2 Co axiom vybéru tvrdi

V této sekci motivujeme a zavedeme axiom vybéru. Méjme f, zobrazeni mnoziny
X na mnozinu Y a podivejme se na rozklad mnoziny X definovany jako

r={f""ylly €Y}
Existuje prosté zobrazeni g : Y — X7

e Pro konecné Y lze dokézat principem indukce pro kone¢né mnoziny. Neformalné
si prosté kone¢né-mnohokrat vezmu néjaky prvek z f~1[y], jednou pro kazdé y.

e Pro dobie uspoiddané X vezmu z f~![y] vzdy ten nejmensi prvek.

e Obecné to v ZF dokéazat nelze — museli bychom pro kazdé y € Y wvybrat
néjakého reprezentanta x € f~![y], ale pokud f~![y] neni dobie uspoiadané,
nenf jasné, jak to udélat. I kdyz f~![y] tfeba lze dobfe uspoiddat, musfme opét
vybrat néjaké dobré usporadani, které pouzijeme.

Tento problém motivuje nasledujici formulaci axiomu vybéru:

Axiom 6.6 (Princip vybéru). Pro kazdou mnozinu X a kazdy jeji rozklad r existuje
vybérovda mnozina v C X takova, ze pro kazdou rozkladovou tiidu u € r obsahuje v
jednoho jediného reprezentanta x € u. Tedy uNv = {x}.

Jind, sikovnéjsi formulace pouziva takzvané vybérové funkce neboli selektory.
Definice 6.7. Selektor na mnoziné z je funkce f : x — |Jz spliujici
Mtex)(t#2= f(t) et).

Ekvivalentné muzeme predpokldadat, ze selektor je definovany pouze na mnoziné
z \ {@} a pro kazdé t € Dom(f) plati f(t) € t.

Axiom 6.8 (Axiom vybéru AC). Na kazdé mnoziné existuje selektor.
Ukézeme, ze axiom vybéru a princip vybéru jsou skuteéné ekvivalentni.
Tvrzeni 6.9. Ndsledujict tvrzent jsou ekvivalentnd.
(1) Aziom vybéru.
(2) Princip vybéru.

(3) Pro kaZdou relaci S, kterd je mnozinou, existuje funkce f C S takova, Ze

Dom(f) = Dom(S).

(4) Kartézsky soucin neprazdného souboru neprdzdnijch mnozin je neprdzdny.
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Dukaz. Necht r je rozklad X, podle axiomu vybéru existuje selektor f na r.
Hledana vybérova mnozina je Rng(f).

Pokud S = @, potom f = @ a neni co dokazovat. Proto necht S # @.
Definujeme rozklad r mnoziny S jako

r:={{(z,y) € S|y € Rng(S)}| = € Dom(S)}.

Podle principu vybéru existuje vybérova mnozina tohoto rozkladu, coz je pravée
hledand funkce f.
(3)={(4)| Nepréazdny soubor neprdzdnych mnozin (X; |i € I') urcuje relaciﬁ

S={@x)|ielNxeX}

Podle existuje funkce f C S takova, ze Dom(f) = Dom(S) = I a tedy f je
prvkem uvazovaného produktu.

Necht z je libovolnd mnozina, BUNO z # & a @ ¢ x. Tedy z urcuje
neprazdny soubor neprazdnych mnozin <y |y € x>, ktery méa podle neprazdny
kartézsky soucin. VSimnéme si, ze kazdy prvek tohoto souc¢inu je selektorem na x. [

6.3 Priehled disledka axiomu vybéru

Uvedeme nékteré ekvivalentni formulace a dusledky axiomu vybéru. Vice detailu
a dukazy vétsiny z nich lze nalézt v [3].
Axiom vybéru AC
Pro kazdou nekoneé¢nou mnozinu x plati, ze x X x =~ x.
Kazdy vektorovy prostor (i nekoneéné dimenze) ma bazi.
Kazdy produkt (i nekoneény) kompaktnich topologickych prostoru je kompaktni.

Kazdy souvisly (i nekone¢ny) graf mé kostru.

Lt

Véta o kompaktnosti pro logiku prvniho fadu: pokud kazdéd konecné podteorie
teorie T' m&a model, pak celd teorie T' mé také model.

!

Existuje zobrazeni co kazdé mnoziné x piifadi mnozinu |z| takovou, ze x ~ |z|,
a navic pro kazdé dvé mnoziny = a y spliuje z x y <= |z| = |y|.

!

Zornovo lemma, také zndmé jako princip maximality: pokud neprazdna
uspofddand mnozina (A, <) spliuje, ze kazdy fetézec je shora omezeny, pak A
obsahuje maximéalni prvek.

l

Princip trichotomie: relace < je trichotomickd, neboli pro kazdé dvé mnoziny
x a y plati bud z <y nebo y < x.

<= Princip dobrého uspoiadani: kazdou mnozinu lze dobfe usporadat.

Poslednim tfemﬂ se budeme vénovat trochu podrobnéji a dokazeme nékteré
implikace mezi nimi a axiomem vybéru. Cely dukaz jejich ekvivalence se nachazi ve
skriptickach k nasledujicimu predmétu [6].

8Pro¢ je S mnozina?
%“The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering principle obviously false, and who
can tell about Zorn’s lemma?” — Jerry Bona
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6.4 Axiom spocetného vybéru

Axiom 6.10 (Axiom spocetného vybéru AC,). Na kazdé spocetné mnoziné existuje
selektor. Tedy muzeme udélat pouze spocetné mnoho vybéru.

Nasledujici jesté slabsi varianta stdle nelze v ZF dokazat.

Axiom 6.11 (Axiom spocetného vybéru pro koneéné mnoziny ACHM). Na kazdé
spoCetné mnoziné koneénych mnozin existuje selektor. Tedy muzeme udélat pouze
spocetné mnoho vybéri, a navic pouze z koneé¢nych mnozin.

Tyto slabsi axiomy nemaji zadné paradoxické dusledky typu Banach—Tarskiho
paradox, ale za to maji spoustu hezkych a uziteénych dusledk.

Axiom spocetného vybéru pro koneéné mnoziny Aij)"
<= Sjednoceni spoc¢etné mnoha kone¢nych mnozin je nejvyse spocetné.

<= Konigovo lemma: kazdy nekoneény zakofenény strom, jehoz kazdy vrchol ma
koneény stupen, obsahuje nekonecnou vétev (cestu pry¢ od korfene).

Axiom spocetného vybéru AC,
Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné.
Kazda nekonetnd mnozina x ma spocetnou podmnozinu; neboli w < x.

Mnozina z je koneé¢nd <= je dedekindovsky koneéna.

L

Redlna funkce f : R — R je spojitd <= pro kazdou konvergentni posloupnost
redlnych ¢isel (r,)new plati lim f(z,) = f(limzy,).

Nékteré z téchto dusledki ted dokdzeme.
Tvrzeni 6.12 (AC,). Sjednoceni spocetné mnoha spocéetniyjch mnozin je spocetné.

Duikaz. Uvazme soubor <Xn |n € w> spocetné mnoha spocetnych mnozin X,, ~ w.
Sestrojime prosté zobrazeni S := | J,,c,, X do spocetné mnoziny w x w. Pro kazdé
n € w vybereme néjaké prosté zobrazeni j, : X, — w (vSimnéme si, ze déldme pouze
spoetné mnoho vybéru). Formalné uvazime mnozinu A = {E, |n € w}, kde E,
je (neprazdnd) mnozina vsech prostych zobrazeni j : X,, — w. Podle AC,, existuje
selektor f na A a polozime j, = f(Ey,).

Pro prvek x € S definujeme

ng = min{n € w|z € X,}.

Toto ¢&islo nam 1ika, v jaké mnoziné X,, se x objevi poprvé. VSimnéme si, ze prestoze
vice ruznych = € S muze mit stejné ¢islo n,, tak zobrazeni g : x — (ng, jn,(x)) je
prosté, jelikoz j, jsou prosté. O

Fakt 6.13. V ZF je bezesporné predpokldadat, Ze nespocetnd mnozina R je sjednocenim
spocetné mnoha spocetnych mnozin.

Déle se budeme zabyvat Dedekindovou definici kone¢nosti. Pfipomenme, ze kazda
konec¢na mnozina je i dedekindovsky konecénd, a tedy (obménou) kazdd dedekindovsky
nekone¢na mnozina je nekone¢na.

Fakt 6.14. V ZF mohou existovat nekonecné, ale dedekindovsky koneéné mnoziny.
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Pozorovani 6.15. Je-li mnozina x nekonecnd, ale dedekindovsky konecénd, pak
neobsahuje Zddnou spocetnou podmnoZinu y C x; neboli w £ x.

Dukaz. Predpokldadejme, ze x obsahuje spocetnou podmnozinu y = {ag, a1, as,... }.
Potom muzeme sestrojit bijekci g : @ — 2\ {ag} predpisem g(a) = a, pokud a ¢ y, a
g(an) = ap+1 pro kazdé n € w. O

Takové mnoziny = jsou tedy nespocetné, avSak neplati, ze w < x.

Véta 6.16 (AC,). Kazdd nekonecnd mnozina obsahuge spocetnou podmnozinu. Kazdd
nekonecnd mnozina je tedy dedekindovsky nekoneénd a kazdd dedekindovsky konecnd
mnozina je konecénd.

Diikaz. Necht z je nekonetnd mnozina. Protoze pro kazdé n € w plati n < =z,
muzeme pomoci AC,, pro kazdé n € w vybrat prosté zobrazeni G,, : n — z. Kazdé
zobrazeni G,, odpovida néjaké posloupnosti ag, a1, ... ,an_1. ZapiSeme-li prvky vsech
posloupnosti Gg,G1,Go,...,Gy,... za sebe a nasledné z vysledné posloupnosti
odstranime vSechny vyskyty kazdého prvku a € x kromé jeho prvniho vyskytu,
dostaneme nekonec¢nou posloupnost H délky w, jejiz ¢leny jsou navzijem ruzné
prvky mnoziny . Posloupnost H je skuteéné nekoneéns, nebot pro kazdé n obsahuje
posloupnost G,, pravé n navzajem ruznych ¢lenu. Formalni definici posloupnosti H
prenechdme Ctenédfi. Mnozina Rng(H) je spoCetnou podmnozinou mnoziny x. O

Dausledek 6.17 (AC,). Mnozina x je nespocetnd pravé tehdy, kdyz w < x.

Dikaz. (=): Mnozina x je nekone¢nd, takze podle pfedchozi véty plati w < z.
Soucasné vSak  # w, nebot & A w protoze = neni ani konecénd, ani spocetna.

(«<): Kdyby byla mnozina x spocetnd nebo konecénd, tedy =z < w, pak by z
Cantorovy—Bernsteinovy véty (protoze w =< z) vyplyvalo x &~ w, coz je spor s
w <. O

Uloha 6.18. Dokazte z ACfin

W, ze sjednoceni spoc¢etné mnoha kone¢nych mnozin je
nejvyse spocetné.

Ndapovéda. Pouzijte trik s posloupnostmi z diukazu Véty Ovsem v jakém poradi
napsat prvky dané koneéné mnoziny co sjednocujete?

Uloha 6.19. Dokaite, 7e Konigovo lemma vyplyva z tvrzeni, ze sjednoceni spocetné
mnoha koneénych mnozin je nejvyse spocetné.

Ndpovéda. Klicova myslena je si uvédomit, ze koneéné se vétvici stromy maji kone¢né
levely (level stromu je mnozina vrcholu ve stejné vzdalenosti od kofene). Z naseho
predpokladu pak vyplyva, ze vrcholy daného stromu lze dobfe usporadat.

Uloha 6.20. Dokaite, ze Koénigovo lemma implikuje ACHM.

Ndapovéda. Pro dany soubor kone¢nych mnozin <AZ- |i € w> definujte zakofenény
strom T, jehoz vrcholy odpovidaji ¢asteénym selektorum tohoto souboru.

6.5 Princip maximality

~ov s

teorii mnozin je Zornovo lemma, také znamé jako princip maximality.

Definice 6.21 (Retézec). Nechf (A, <) je uspofddand mnozina. Podmnozinu B C A
nazveme tetézcem v A, je-li B linedrné uspotfadana relaci <.
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Axiom 6.22 (Princip maximality PM). Necht (A, <) je neprdzdna usporddana
mnozina, kde kazdy fetézec je shora omezeny. Potom A obsahuje maximalni prvek.

Pozndmka. Princip maximality se ¢asto pouziva pro usporadéni (A, C), kde A C P(x).
Pak pro fetézec B C A staci ukdzat, ze | B € A, jelikoz | J B je horni mez, dokonce
supremum, mnoziny B vzhledem k inkluzi.

Také existuje ekvivalentni, parametrizovana verze principu maximality:

Axiom 6.23 (PPM). Necht (A, <) je neprdzdnd usporddand mnozina, kde kazdy
fetézec je shora omezeny. Potom pro kazdé a € A existuje maximalni prvek b
mnoziny A takovy, ze a < b.

Pozorovani 6.24. PM «<— PPM.

Dikaz. Parametrizovanou verzi ziskdme z té normalni tim, ze se budeme divat pouze
na A" :={be€ A|b> a}. Opacény smér zjevné plati. O

Zminime jesté jednu ekvivalentni formulaci principu maximality, tentokrat ptes
suprema.

Axiom 6.25 (PMS). Necht (A, <) je neprazdna usporddand mnozina, kde kazdy
fetézec mé supremum. Potom pro kazdé a € A existuje maximalni prvek b mnoziny A
takovy, ze a < b.

Uloha 6.26. Dokaite, ze PM <= PPS.

Ndapovéda. Smér PM = PPS by mél byt ziejmy. Pro opa¢ny smér uvazte mnozinu
R vsech fetézcu dané mnoziny (A, <), usporddanou inkluzi. Podle poznamky na
zaCatku této sekce, R splinuje predpoklad PMS.

Pfechodem k opa¢nému usporadani (A, >) dostavame z principu maximality

princip minimality:

Pozorovani 6.27. PM < Pokud (A, <) je neprdzdnd usporddand mnoZina, kde
kazdy tetézec je zdola omezeny, potom pro kaZdé a € A existuje minimdlni prvek b
mnoziny A takovy, Ze b < a.

Uloha 6.28. Pomoci principu maximality dokazte, ze kazdy graf G mé kostru.
Ndpovéda. Uvazte mnozinu vSech podgrafu G co jsou stromy, uspoidadanou inkluzi.

Uloha 6.29 (Szpilrajnova véta). Pomoci principu maximality dokazte, ze kazdé
Castecné usporddani na mnoziné A lze rozsifit na linedrni usporddéani na A.
Ndpovéda. Uvazte mnozinu v8ech Casteénych usporadani na A, uspofadanou inkluzi.
Uloha 6.30. Predpokladejte axiom vybéru a uvazte nasledujici zobecnéni dobrych
uspoiadani. Piipomenme, Ze kvaziuspordddni na mnoziné A je reflexivni, tranzitivni
relace <. Pokud pro prvky =,y € A plati x < y a zdroven y < x, pak piSeme z =y a
fikdme, ze jsou ekvivalentni. Pokud vSechny ekvivalentni prvky ztotoznime (formalné
uvazime tiidy ekvivalence =), ziskdme ¢dstecné usporddanou mnozinu A/=.
Ukazte, ze nasledujici tvrzeni jsou pro kvaziuspoirddani < na A ekvivalentni:

(1) Kazda neprézdnd podmnozina B usporddané mnoziny A/= obsahuje alespon
jeden, ale pouze kone¢né mnoho minimélnich prvku.

(2) Kazdé rozsifeni <* usporadéni < na A/=, které je linearni, je dobré.
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(3) A neobsahuje zddné nekonecné antifetézce (podmnoziny vzajemné neporovna-
telnych prvkiu) ani zaddné nekonecéné klesajici Fetézce xg > x1 > xo > - -, kde
x >y znadi, ze y < x a zaroven y Z .
Rikdme, ze < je dobré kvaziuspordddni mnoziny A.
Napovéda. Ukazte implikace (1) = (2) = (3) = (1). Pro implikaci (2) = (3) by se
mohl hodit vysledek pfedchozi ilohy.

6.6 Princip trichotomie

Axiom 6.31 (Princip trichotomie). Pro libovolné dvé mnoziny z a y plati bud = <y
nebo y <X x.

Véta 6.32. Princip mazximality implikuje princip trichotomie.

Duikaz. Nejprve si pfipomeiime, Ze inverzni zobrazeni k prostému zobrazeni je prosté.
Nyni nechf z,y jsou mnoziny, chceme sestrojit prosté zobrazeni  do y, nebo y do x.
Definujme mnozinu

P = {f|f je prosté zobrazeni ADom(f) C = A Rng(f) C y}.

Vsimnéme si, ze usporddand mnozina (P, C) spliuje podminky principu maximality,
jelikoz sjednoceni fetézce prostych zobrazeni je prosté zobrazeni. Necht g je néjaky
maximdlni prvek P. Kdyby obé mnoziny =\ Dom(g) a y \ Rng(g) byly neprdzdné, tak
by g $lo rozsfiit o dalsi dvojici, coZ je spor s maximalitou g. Proto bud Dom(g) = =
a potom z < y, nebo Rng(g) = y a potom y =< z. O

Uloha 6.33. Ukazte z principu trichotomie, ze kazd4 nekoneénd mnozina x ma
spocetnou podmnozinu; tedy, ze w =< x.

Pozndmka. Tohle umime pouze za pomoci axiomu spocetného vybéru, viz Sekce

6.7 Princip dobrého usporadani

Princip dobrého uspofadédni (anglicky well-ordering principle) je tvrzeni, ze kazdou
mnozinu lze dobfe uspotfadat. Byl jednim ze zakladnich pfesvédceni Cantora, avsak
nepodarilo se mu jej dokéazat. Tento problém slavné vyftesil v roce 1904 Ernst Zermelo.
Zermelo jako prvni explicitné formuloval axiom vybéru, ktery rozpoznal jako princip,
jejz Cantor (a mnozi dalsi matematici) v fadé dukazu implicitné pouzivali. Nasledné
ukazal, ze axiom vybéru a princip dobrého uspoiadani jsou ekvivalentni. Proto se
tomuto principu dnes obcas fika Zermelova véta.

Axiom 6.34 (Princip dobrého usporddéani WO). Kazdou mnozinu lze dobfe usporadat.
Veéta 6.35. Princip dobrého usporaddni implikuje axiom vybéru.

Dikaz. Necht z je mnozina spliujici * # @ a @ ¢ x. Chceme sestrojit selektor
f:x — Jx. Podle WO existuje dobré usporadéni < na (Jz a kazdd y € x je
neprazdnd podmnozina |Jz, tedy ma nejmensi prvek vuci <. Selektor f definujeme
jako f:y+— min<(y). O

Uloha 6.36. Dokazte, Ze princip maximality implikuje princip dobrého uspoiradani.
Ndpovéda. Pro danou mnozinu X, kterou chceme dobfe usporiadat, uvazte mnozinu
W = {(A,<gr)| R is a well-order on A C X},

usporadanou jako (A, <g) C (B, <g) pokud B prodluzuje A. Tedy pokud A C B,
relace R je restrikce S na mnozinu A, a navic A je dolni podmnozina B.
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7 Ordinalni ¢isla

Ordindlni ¢isla predstavuji jedno z moznych zobecnéni prirozenych ¢éisel. Intuitivné
reprezentuji typy dobriyjch uspordddni. Predstavme si, ze chceme ocislovat prvky néjaké
dobfe usporadané mnoziny: nejmensimu prvku priradime ¢islo 0, nasledujicimu ¢éislo 1,
a tak déle. Typem tohoto dobrého usporadani je pak prvni ¢islo, které jsme jiz nemuseli

pouzit. Co se vsak stane, kdyz ndm dojdou cisla?
Uvazme napiiklad nésledujici dobré usporadani prirozenych &isel:

1<2<3<4<5<---<0.

Budeme-li prvky ¢&islovat zleva doprava, vyuzijeme vSechna piirozend ¢isla pro tsek
1<2<---, takze pro prvek 0 nam jiz zadné pfirozené c¢islo nezbude. Praveé proto
zavadime ordindlni ¢isla: prvku 0 prifadime ,¢islo“ w a typ tohoto usporadani tak
bude ordinalni ¢islo w + 1.

Podobné, dobré uspoiradani

0<2<4<6<-<1<3<5<7<"--

mé typ w + w, protoze vSechna piirozend ¢isla n pouzijeme k oéislovani sudych ¢isel,
a poté vSechna ordinalni ¢isla tvaru w +n, ktera zatim chdapeme intuitivné, pouzijeme
k oc¢islovani lichych ¢isel.

Pozndmka. Ptred pokracovanim ve ¢teni zbytku této sekce by pro ziskani intuice
mohlo byt uziteéné si nejprve rychle projit Podsekci protoze formalni definice
ordinalnich ¢isel muze byt z zprvu trochu nejasné.

7.1 Tranzitivni tridy

Definice 7.1. Ttida X je tranzitivni, pokud pro kazdé x € X plati x C X. Nebo
ekvivalentné, pokud pro kazdé x € X a y € z plati y € X.
Pozorovani 7.2. Trida X je tranzitivni <— |JX C X.
Lemma 7.3. Viastnosti tranzitivnich trid.

(1) Jsou-li X a'Y tranzitioni tridy, pak X NY a X UY jsou také tranzitivoni.
(2) Je-li kazdd mnozina x € X tranzitivni, tak (X a |JX jsou tranzitivnd tridy.
(3) Je-li kazdd mnoZina x € X tranzitivni, pak je relace € tranzitioni na tridé X.
(4)

Je-li X tranzitivni trida o relace € je tranzitivni na X, tak kaZdd mnoZina
r € X je tranzitivni.

Dukaz. Vsechno je to hrani si s definicemi.
(1) Plyne piimo z definice.

(2) Ukdzeme pro prunik; suma se dokazuje podobné. Necht y € z € (| X, chceme
ukdzat, ze y € [ X. Jelikoz z € () X, tak z € = pro néjakou = € X. Protoze je
x tranzitivni, tak z y € z € r mame y € z, tedy y € (| X.

(3) Necht z,y,z € X spliuji z € y € x, chceme z € z. To plati, protoze z je
tranzitivni.

(4) Necht z € y € x € X, chceme z € x. Protoze X je tranzitivni, tak z € y € X,
a tudiz také z € X. Jelikoz € je tranzitivni na X a x,y,z € X, tak z € xz. [0
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Disledek 7.4. Je-li X tranzitivni trida, potom:
Relace € je tranzitivni na X <= kaZdd mnoZina x € X je tranzitivnd.

Dukaz. Vyplyvé z kombinace a O

Uloha 7.5. Najdéte tranzitivni mnozinu X, na niz relace nalezeni € neni tranzitivni.

7.2 Definice ordindlnich c¢isel

Definice 7.6 (Von Neumann). Mnozina z je ordindlni ¢islo, pokud
(i) x je tranzitivni mnozina, a zaroven
(ii) relace ndlezeni € je dobré ostré uspordadani na x.

Ttidu vSech ordinalnich ¢isel znacime On

Uloha 7.7. Projdéte si znovu Sekci a presvédcte se, ze kazdé prirozené cislo
n € w i samotnd mnozina vSech pfirozenych ¢isel w jsou ordinalni ¢isla.

Uloha 7.8. Najdéte mnozinu z, kterd neni tranzitivni, ale relace nalezeni € je dobré
ostré usporadani na x.

Lemma 7.9. On je tranzitivni trida.

Dukaz. Ukézeme, ze kazdé y € x € On je také ordindlni ¢islo. Protoze x je ordindl, tak
relace € je na x dobré usporadani, specidlné je tedy tranzitivni. Podle Lemma [7.3)(4)]
je potom y € x tranzitivni mnozina. Jesté musime ukazat, ze € je dobré ostré
usporadani na y. Ale to je, jelikoz y C x (protoze y € x a x je tranzitivni mnozina) a
vlastnost byt dobré ostré usporadani“ je dédi¢na. O

7.3 Usporadani ordinalnich ¢isel relaci nalezeni
Lemma 7.10. Pro kaZdd dvé x,y € On plati
(i) « ¢ =,
(ii) zNy € On,
(i) z€y <= zCy.

Dukaz. Kdyby = € z tak bychom dostali spor s tim, Ze € je antireflexivni na z.

Podle Lemma|7.3|(1)|je Ny tranzitivni mnozina a je dobfe (ostte) usporddand
relaci €, protoze to je podmnozinou ordinalu x.

Smeér ‘=’ z tranzitivity y a Pro opa¢ny smér necht = C y. Protoze y
je dobfe usporadand, tak @ # y \ = C y mé nejmensi prvek vuci €, ozna¢me jej z.
Ukézeme, %e z = x. Nejprve inkluze = C z. Necht u € z, protoze = C y, tak u € y.
Protoze y je ordindl, tak € je linedrni na y, takze prvky u a z muzeme porovnat.
Jsou tfi moznosti:

(a) u € z, to jsme chtéli.
(b) u =z, ale z ¢ x, takze u ¢ x, coz je spor.

(¢) z € u, z tranzitivity x mame z € u € x = 2z € x, €0z je Opét spor.
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Nyni inkluze z C z. Necht u € z, podle tranzitivity y mdme u € 2 €y = u € v,
ukdzeme u € x. Kdyby u ¢ x, tak u je mensi prvek v dopliikku y \ = nez z, coz je spor
s minimalitou z. O

Véta 7.11. Relace € je dobré ostré uspordaddni na On.

V dikazu této véty budeme hojné pouzivat predchozi lemma, a na jeho ¢ésti se

budeme odkazovat jako a

Diikaz. Podle|(i)|je € antireflexivni na On. Navic, protoze kazdé = € On je tranzitivni
mnozina, tak podle ¢asti Lemma je € tranzitivni na On. Dohromady to
znamenad, ze € je ostré usporadani na On.

Dale ukéazeme, ze relace € trichotomickd na On, tudiz to je linearni (ostré)
uspotfddani. Necht z,y € On, chceme je porovnat. Podivejme se na mnozinu

z:=xNy.

Podle je z € On, a navic tvrdime, Zze z = z nebo z = y. Kdyby z Cxz a z C y,
pak podle z€E€xazéey,Cdcili z € z, coz je spor s Nyni rozbor pripadu:

(a) = =y, pak jsme skon¢ili, jinak
(b) z=zaz Cy, pak z € y podle|(iii)
(¢) z=yaz Cuz, pak y € x podle |(iii)

Dobrost zdiivodnime podobné jako pro w. Nechtf A C On je neprdzdnd mnozina,
ordindli a x € A. Neni-li z minimélnim oznacme B = x N A. Ziejmé B # &, jinak
by z bylo minimalni. Jelikoz B C x a x je ordindlni ¢islo, tak je mnozina B dobfe
(ostie) usporddand relaci € a ma nejmensi prvek y. Tvrdime, Ze y je minimalni
také v A. Kdyby ne, tak existuje néjaké z € y takové, ze z € A. Ale y € x, takze z
tranzitivity mnoziny x je z € . Tedy z € B, coz je spor s minimalitou y. O

Pozndmka. Tento argument dokonce ukazuje, ze kazdd neprazdna podtrida A C On
ma& minimalni prvek.

Disledek 7.12. On je vlastni trida.

Dukaz. Podle Lemma je On tranzitivni tfida, a podle ptedchozi véty je dobte
ostfe uspotadana relaci €. Tedy kdyby On byla mnozinou, tak by to byl ordindl, tedy
On € On, coz je spor s antireflexibilitou € na On. O

Veéta 7.13. Je-li X tranzitivni vlastni trida, kterd je dobre ostre usporadand relact
ndleZeni €, potom X = On.

Dukaz. Jelikoz je X tranzitivni, tak pokud x € X, potom x C X. Protoze X je dobie
usporadand relaci €, tak z dédi¢nosti je x také dobfe usporadand. Navic jelikoz je €
tranzitivni na X, tak podle ¢asti Lemma je x tranzitivni mnozina. Proto je x
ordindlni ¢islo, ¢ili X C On.

Pro spor necht plati pouze ostra inkluze a z € On \ X. UkédZeme, ze X C x, coz
je spor s tim, ze X je vlastni tiida. Necht y € X. Kdyby y ¢ z, tak z trichotomie €
na On bud = =y, nebo = € y, a potom = € X protoze X je tranzitivni. Kazdopadné
x € X, coz je spor s nasi volbou . O

1ONMinim&lni a nejmensi je pro linedrni uspofadéani to samé.
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Tato sekce se nesla v duchu zobectiovani vysledktu Sekce z prirozenych &isel
na ordindlni ¢isla. Jesté vyslovime (bez dukazu) ordinélni ekvivalent Véty

Véta 7.14. Pokud je (W, <g) dobre (ostre) uspordidand vlastni tiida takovd, Ze pro
kazdé x € W je dolni tiida (+,x] mnoZinou, potom je (W, <g) izomorfni (On, €).

Dausledek 7.15. Kazdy vilastni dolni podtrida A C On je ordindlni c¢islo.

Dukaz. Nejprve ukazeme, ze A je tranzitivni: pokud a € € A, neboli a < 8 € A,
pak a € A, jelikoz A je dolni tiida. Také je dobie ostie uspoirddana relaci €, protoze
A C On (z dédicnosti). Zbyva ukazat, ze A je mnozina. Kdyby byla vlastni t¥idou,
tak podle pfedchozi véty plati A = On, coz je neni pravda, spor. O

7.4 Vlastnosti ordinalnich c¢isel

Ordinalni ¢isla od ted budeme znacit pismeny ze zacdtku fecké abecedy «, 3,7, . . .,
a budeme psit o < § namisto a € § a a < § namisto a € §V a = .

Je dobré si uvédomit, ze jelikoz S < a je to samé co 5 € a, tak ordinalni ¢islo
je pfesné mnozinou v8ech mensich (vuci <) ordinédlu 8 < «, a navic

B<a <= Ca = f=aq,
podle Lemma
Pozorovani 7.16. Koneénd ordindlni ¢isla jsou prdvé prirozend cisla.

Dukaz. Piedpoklddejme, ze o € On je konetnd mnozina, ale o ¢ w. Z trichotomie
relace €, respektive <, na On musi platit w < «, a podle na§i pfedchozi diskuze
w = «, tedy a neni koneéna. O

Daéle poznamenejme, Ze jelikoz ordindlni ¢isla jsou dobie usporadana, tak kazda
neprazdnd mnozina ordinédlnich ¢isel A € On méa supremum

sup(A) = min{a € On | (V5 € A)a > S}.

Za chvili dokazeme velmi uziteéné tvrzeni, které rika, ze

sup(4) = U A.

Pozorovani 7.17. w je nejmensi (vici <) nekoneéné ordindini cislo.

Dukaz. Podle Pozorovani [7.16| je w mnozinou v8ech konecnych ordinalnich ¢isel, ¢ili
nejmensi nekonecné ordindlni ¢islo je sup(w). Ale sup(w) = [Jw, a je snadné ovérit

(napiiklad pomoci Lemma [5.43)), ze Jw = w. O
Lemma 7.18. Pro mnoZiny ordindlnich ¢isel plati ndsledugjici.

(a) Mnozina A C On je ordindlnim céislem <= A je tranzitivni.

(b) Pokud je A C On mnozina, pak sup(A) = |J A.

(c¢) Pokud je A C On neprdzdnd trida, pak min(A) = () A.
Diikaz.

(a) Smér ‘=’ z definice. Pro opa¢ny smér necht A je tranzitivni, potfebujeme
aby € bylo dobré ostré usporadani na A. Ale to je, protoze € je dobré ostré
uspofadani na On, takze z dédi¢nosti i na A C On.
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(b) Podle Lemma|7.3|je | J A tranzitivni, protoze vSechny prvky A jsou tranzitivni,
tedy podle @je B = |JA ordindl. Tvrdime, Ze je navic supremum A. Pro
kazdé o € A plati « C|JA = S, tedy a C = «a < 3, takze 8 je horni
mez mnoziny A. Zbyva ukdazat, ze zadné v < 8 horni mez byt nemize. Pokud
v < B, neboli v € [ A, tak existuje o € A takové, ze v € a, neboli v < «, tedy
~ neni horni mezi A.

(c) Podle Vety (a pozndmky pod jejim dukazem) ma A nejmensi prvek A.
Pro libovolné 5 € A plati a < 3, takze o« C 3, a proto o C () A. Jelikoz «a € A,
plati také (A C a. O

7.5 Typy dobie usporadanych mnozin

Jsou-li dvé mnozinové relace izomorfni, tak se podstatné nelisi, pfestoze popi-
suji vztahy mezi prvky ruznych mnozin. Dava proto smysl uvazovat o ekvivalenci
,byt izomorfni“ na t¥idé vSech relaci. Je snadné nahlédnout, ze ekvivalenéni tiidy
této ekvivalence jsou vlastni tiidy, proto nemuzeme udélat rozklad. Ale bylo by
hezké, kdybychom mohli pro kazdou ekvivalenéni t¥idu sestrojit néjakého reprezen-
tanta, abychom pak mohli vSe tykajici se relaci daného typu dokazovat na tomto
reprezentantovi.

Pro relace tvotici dobra uspoiddani jsou tito reprezentanti pravé ordindlni ¢isla.

Pozorovani 7.19. Zddnd dvé ordindlni ¢isla nejsou izomorfni, a pokud je ordindlni
¢islo (a, <) izomorfni s néjakou dobie uspordidanou mnozinou (W, <g), potom je
tento izomorfismus jednoznacné urceny.

Diikaz. Snadny dusledek Veéty (.47} O

Véta 7.20 (O typu dobrého usporddani). Kazdd dobre usporddand mnozina (W, <g)
je izomorfni s jednoznacné uréenym ordindlnim cislem (o, <). Ordindlni ¢éislo o
nazgvame typem dobre uspordadané mnoziny (W, <gr).

Ndstin dikazu. Nechf X je mnozina vSech prvki x € W takovych, Ze pocatecni tsek
(+—, z) je izomorfni s néjakym ordindlnim ¢islem, které oznac¢ime . Podle axiomu
nahrazeni tvoii mnozina vSech téchto ordindlnich ¢isel mnozinu S. Lze ovérit, ze X
je dolni podmnozina W a S je dolni podmnozina On. Z toho se da ukézat, ze S musi
samo byt ordindlnim ¢islem, které oznac¢ime «. Zobrazeni x — «, prirozené urcuje
izomorfismus mezi X a «. Pokud X = W tak jsme vyhrdli. Jinak podle Lemma
plati X = (+—,¢) pro né&jaky prvek ¢ € W. Jenze potom z definice X mame ¢ € X a
e = a € § =, coz je spor. O

7.6 Transfinitni indukce a rekurze

V matematice ¢asto pouzivame matematickou indukci na piirozenych ¢islech.
Také je uzitetnd rekurze, napiiklad f(0) =1 a f(n) = n- f(n — 1), k definovani
funkei. Nyni ukazeme, jak tyto principy zobecnit na vSechna ordinélni ¢isla.

Lemma 7.21. Pokud o € On, pak o U {a} je nejmensi ordindglni ¢islo vétsi nez .

Dukaz. Nejprve ukézeme, Ze to je ordindlni ¢islo. Protoze je «v tranzitivni, tak aU{a}
je taky tranzitivni (snadny rozbor pifpadu). Protoze o C On, tak dokonce je o U {a}
tranzitivn{ mnozina ordinélnich ¢isel, podle Lemma [7.1§] je tedy také ordinalnim
¢islem. Nyni, Ze je nejmensi vétsi nez a. Je-li 5 < aU {a}, neboli 5 € a U {a}, pak
B € a nebo 8 = a, tedy 8 < a. O
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Definice 7.22. Je-li a ordindlni ¢islo, tak ordindl o + 1 := a U {a} nazyvame
ndslednikem «, a ordindl a nazyvame predchudcem o + 1.

Definice 7.23. Ordinalni ¢islo « je izolované, pokud o = 0 nebo o = 8+ 1 pro
néjaky ordinal 3, jinak je « limitni.

Piiklad. Piiklady izolovanych ordinalnich ¢isel jsou vSechna pfirozend ¢isla nebo
ordinalni ¢isla w + 1, w- 2+ 7 a w* + 2, kterd zavedeme pozdéji. Piiklady limitnich
ordindlnich éisel jsou w, w + w nebo w - w.

Véta 7.24 (Princip transfinitni indukce). Necht A C On je trida takovd, Ze pro
kazdé ordindlni ¢islo o € On plati « C A = a € A, neboli
(VB<a)(ped) = (acA). (7.1)

Potom A = On.
Ekvivalentné, necht o(x) je vlastnost spliiujici, Ze pro kazdé ordindlni ¢islo o
plati:
Jestlize o(B) plati pro viechna 8 < «, pak plati i p(«).

Pak ¢(«) plati pro viechna ordindlni éisla o € On.
Dikaz. Predpoklddejme, Ze existuje v € On \ A, a polozme
S={a<y|a¢ A}
Protoze ordindlni ¢isla jsou dobfe uspofddana, mnozina S mé nejmensi prvek a.
Jelikoz kazdé 8 < « patii do A, plyne z , 7Ze a € A, coz je spor.

Ekvivalenci obou formulaci snadno ziskdme volbou tiidy A = {x|p(x)}, resp.
vlastnosti p(z) = (z € A). O

Princip transfinitni indukce lze také formulovat zvIast pro izolované a limitni
ordindly, ¢imz ziskdme tvar blizsi obvyklé matematické indukei na pfirozenych ¢islech.

Véta 7.25 (Princip transfinitn{ indukce IT). Necht A C On je trida splriujict
(i) 0 € A,
(i) ae A = a+1€A, ...jednd se o béZnou indukci na w,
(iii) je-li o limitni ordindlni éislo a pro vSechna B < « plati € A, pak o € A.
Potom A = On. Toto tvrzeni opét lze snadno prepsat pomoci vlastnosti o(x).

Diikaz. Staci ukédzat, ze tyto tii predpoklady implikuji podminku . Necht tedy
« je ordindlni ¢islo takové, ze pro vSechna 8 < « plati 5 € A.

Je-li a = 0, pak a € A podle Je-li a # 0 izolované, tedy existuje-li 5 < «
takové, ze a« = B+ 1, pak 5 € A, a tudiz o € A podle . Je-li « limitni ordinélni
¢islo, dostavame a € A piimo z O

Pomoci transfinitni indukce muzeme dokazovat vlastnosti ruznych nekoneénych
struktur. Naproti tomu, transfinitni rekurze nam umoznuje konstruovat ruzné ne-
koneéné slozité struktury a definovat funkce rekurzivnim zpusobem.

Véta 7.26 (O konstrukei transfinitni rekurzi). Je-li G : V. — 'V zobrazend, pak
existuje prdvé jedno zobrazeni F': On — V spliugici

F(a) = G(F | ). (7.2)

Jingmi slovy, hodnotu funkce v ordindlnim c¢isle a je urcéend na zdkladé ordindli
B < « a hodnot funkce F' v téchto ordindlech.
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Poznamka. Toto tvrzeni se muze zdat ponékud podezielé, protoze na prvni pohled
tvrdi, ze pro kazdou tiidu G existuje tfida F' s urcitou vlastnosti. Ale pfitom nam
jazyk ZFC neumoziuje kvantifikovat pies tiidy. Ve skutecnosti proto jde o schéma
vét, jedna pro kazdou konkrétni t¥idu G. Ttidu F navic nekvantifikujeme, protoze
nasledujici dukaz ji explicitné zkonstruuje.

Pozndamka. Diky tomu, jak je definice F'(«) pomoci (5,F(8)) pro vSechna 8 < «
obecnd, muzeme funkce definovat mnoha dalsimi typy rekurze. Napiiklad:

* F(a)=G(Fla]) = G{F(B) |8 < a}),
e G:OnxV —=VaF(a)=G(a,F | a),

o Je-li @ = 5+ 1 izolované ordindalni ¢islo, pak F(a) = G1(F(B)), zatimco pro
limitn{ ordindlni ¢&isla je F'(a) = Ga(F[a]). Toto je asi nejsikovnéjsi formulace.

Diikaz. Definujme A jako t¥idu vsech ,mnozinovych aproximaci* zobrazeni F'. Jde o
mnozinova zobrazeni f, jejichz definicnim oborem je néjaké ordinalni ¢islo 3, a pro
vSechna a < 8 plati f(a) = G(f | «). Nyni definujeme F' jako F :=JA. Je ziejmé,
ze F' C On x V. Ukazeme, ze F': On — V je jediné zobrazeni splnujici .

Nejprve ukazeme, Ze se aproximace F' shoduji. Necht f,f’ € A a a € Dom(f) N
Dom(f’). Tvrdime, ze f(a) = f'(c). Podle Lemma[7.10]je Dom(f) NDom(f’) ordindl
. Pro spor predpoklddejme, ze a € § je nejmensi ordindl, pro ktery f(a) # f'(a).
Pak f [ a= f'| a, takze f(a) = G(f | @) = G(f' | a) = f'(«), coz je spor.

Za druhé ovérime, ze F' spliuje ; tedy ze pro vSechna « € Dom(F) plati
F(a) = G(F | a). Necht o € Dom(F). Tento prvek lezi v definiénim oboru diky
néjakému f € A spliujicimu o € Dom(f) a f(a) = G(f | «). Zaroven plati F(«a) =
fla)a F | a=f]« Spojenim téchto rovnosti tedy dostdvame F(a) = G(F | a).

Déle ukazeme, ze Dom(F') = On. Nejprve dokédzeme, ze Dom(F') je dolni podtiida
On. Predpokladejme, ze o« € Dom(F'); tento prvek tam lezi diky néjakému f € A s
definiénim oborem § > «. Je-li 8 < a, pak také 8 € §, a tudiz 8 € Dom(F).

Podle Disledku plati bud Dom(F) = On, coz chceme dokézat, nebo
Dom(F') = v € On. Pfedpokladejme pro spor, ze Dom(F') = 7. Pak je F' mnozina,
protoze Dom(F') je mnozina, Rng(F’) je mnozina (s vyuzitim axiomu nahrazeni) a
F C Dom(F) x Rng(F). To ale znamend, ze F' € A, protoze jeho definiénim oborem
je ordindl a jiz jsme ovéfili, ze spliiuje vlastnost rekurzivni definice.

Nyni, kdyz F € A, definujeme o néco ,delsi* funkci Fy := F U {(y,G(F))};
vsimnéme si, ze F' = F; | 7. Déle si vSimnéme, ze F} € A, protoze Dom(F;) =y +1
je ordindl a Fi jsme definovali tak, aby spliovalo vlastnost rekurzivni definice. Protoze
F = J A, implikuje to F; C F, ale pak v € Dom(F;) C Dom(F) = =, coz je spor.
Ukazali jsme, ze Dom(F) = On.

Nakonec dokézeme jednoznac¢nost F'. Pro spor piredpokladejme, Ze existuje jiné
zobrazeni F' # F spliujici tvrzeni této véty. Protoze je (On, <) dobie usporddana,
muzeme vzit nejmens{ ordinél «, pro ktery F(a) # F'(a). Proto F a=F'| a, a
tedy F(a) = G(F | a) = G(F' | a) = F'(«), coz je spor. O

Véta 7.27. Aziom vybéru implikuje princip mazimality.

Dikaz. Necht (A, <g) je neprdzdna uspoiddand mnozina, kde mé kazdy fetézec
horni mez, a pro spor predpokladejme, ze A nemé zaddny maximélni prvek. Potom
kazdy tetézec C' C A ma dokonce striktni horni hranici x € A splaujici x > ¢ pro
kazdé c € C, jinak bychom méli maximalni prvek.

Pomoci axiomu vybéru ziskdme selektor g na P(A) a pro kazdy fetézec C C A
vybereme takovou striktni horni hranici g(C') € A. Zvolime libovolny prvek a € A a
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transfinitni rekurzi definujeme funkci F': On — A jako F(0) := a, a pro a > 0 jako
F(a) == g(F|a]). Tohle je korektni diky tomu, ze stéle prodluzujeme fetézec zacinajici
v a. Ze stejného diavodu je F prosté zobrazeni z vlastni tfidy On do mnoziny A, coz
je spor s axiomem nahrazeni. ]

Pozndmka. Spravné bychom meéli funkci F' definovat pomoci funkce G : V — V.
Tu muzeme definovat jako G(&) = a, pro fetézec C' C A jako G(C) := ¢g(C), a pro
ostatni mnoziny x € V tieba jako G(z) = @.

Veéta 7.28. Aziom vybéru implikuje princip dobrého uspordddnd.

Ndstin dikazu. Necht A je mnozina, a g selektor na P(A). Pomoci transfinitni
rekurze sestrojime dobré usporddani mnoziny A. Definujeme funkci f(0) = g(A),
f(B) = g(A\ f[B]), takze pro 8 si z A vyberu néjaky prvek, ktery jsem jesté nepouzil.
Vlastné si prvky té mnoziny A oc¢islujeme ordindlnimi ¢isly. Pro a € A oznacme jako
g jednoznaéné urceny ordindl co jsme pritadili prvku a. Nyni muzeme definovat
dobré uspotadani R na A jako a <p b <= ag < ap. O

Posledni dvé véty, spolecné s Vétou a Ulohou ukazuji, ze:
Veéta 7.29. Ndsledujici tvrzent jsou v ZF ekvivalentni.
(1) Aziom vybéru.
(2) Princip dobrého uspordddni.
(3) Princip maximality.

Uloha 7.30 (AC). Dokaite, ze kazdy vektorovy prostor (i nekoneéné dimenze) mé
bazi. Baze vektorového prostoru V je mmnozina vektoru B C V takova, ze kazda
kone¢na podmnozina A C B je linedrné nezavisla, a kazdy vektor v € V' je mozné
vyjadfit jako linedrni kombinaci koneéné mnoha vektoru z B.

Ndpovéda. Zkuste to dvéma zpusoby: muzete bud pfimo z principu maximality, nebo
pomoci transfinitni rekurze a axiomu vybéru.
7.7 Ordindlni aritmetika

Z toho, co jsme zatim o ordinalnich ¢islech dokazali, mozna neni jasné, proc se
jim tika ordindlni ¢isla. Zaklady ordinalni aritmetiky by tuto zdhadu mély objasnitﬂ

Piipomenme, ze lexikografické uspordddni kartézského souc¢inu A x B dvou
usporddanych mnozin (4, <g) a (B, <g) je definovano jako

a1 < ag, nebo
(a1,b1) <p (az,b2) < {
a1 =as N by < bo.
Pokud jsou A a B dobie usporadané, pak je lex. usporadani A x B také dobré.

Definice 7.31. Pro ordinalni ¢isla a a 8 definujeme ordindly

(a) o+ B jako typ usporadani mnoziny ({0} x o) U ({1} x ) pfi lexikografickém
usporadant,

(b) «- 8 jako typ usporddani mnoziny 5 x « pii lexikografickém usporadani.

" Doporucuji také shlédnout nésledujici video od Vsauce, které hezky ilustruje, jak z jiz existujicich
ordindlu konstruovat vétsi: https://www.youtube.com/watch?v=SrU9YDoXE88.
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Vsimnéte si, ze nase predchozi znaceni o U {a} jako a + 1 je s vyse uvedenou
definici konzistentni. Muzeme si o+ 5 predstavit jako hromadku zmensujicich se tycek
oc¢islovanych pomoci prvku «, za kterou nasleduje dalsi hromadka tycek, o¢islovand
pomoci prvka 8. V8imnéme si, ze v definici « - § pouzivame § x a. Ordinal « - 8
si lze predstavit tak, ze vezmeme hroméadku tycek oc¢islovanou pomoci 5 a kazdou
tycku nahradime kopii o (hromédkou tyéek ocislovanych pomoci «).

Obrazek 1: Reprezentace ordindlu w-w. Kazda tycka odpovida ordindlu tvaru w-m+n,
kde m a n jsou pfirozena cisla [4].

i
~——

1)

S touto intuici by nemélo byt prekvapenim, ze ordinaln{ s¢itani a ndsobeni obecné
nejsou komutativni. Ziejmé 1 + w = w, ale w + 1 # w. Co se tyce nasobeni, uvazme
2 - w, typ usporadani spocetné nekone¢né mnoha kopii {0, 1} poskladanych za sebou.
To Ize zjevné ocislovat pomoci w, takze 2 - w = w. Ale w - 2 je typ usporddani dvou
po sobé jdoucich kopii w. Kdyz se je pokusime oc¢islovat pomoci prvki w, vyGerpame
vSechna n € w k oznaceni prvni kopie, a pro druhou kopii budeme potiebovat dalsi
ordindly. Proto w -2 > w.

Pozorovani 7.32. Pro libovolné ordindly o, 8,7 a pfirozené ¢islo n € w plati, Ze

(a) a+0=a=0+a, a-0=0=0-q, a-l=a=1-aq,
(b) a+(B+y)=(@+B)+v, a-(B-7)=(a-B),
(c) a-2=a+a, a-3=a+a+a, a-(n+1l)=a-n+a.
Definice 7.33. Pro ordinélni ¢fsla a a B definujeme ordinél o rekurzivn jako
(i) %=1,
(i) ot :=af .,
(iii) pokud je § limitni ordinél, pak o := sup{a? |0 < v < B}.

Abychom ziskali trochu intuice, uvazme ordinal w? = w - w. Ten reprezentuje
nékolik kopif w usporddanych stejnym zptisobem jako w. Pro konstrukei w? = (w-w)-w
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vezmeme nékolik kopif w® a uspordadame je podle w. Pokud tento proces zopakujeme

w-kréat, dostaneme se az k ordindlu w®. Muzeme pokracovat a ziskdvat stale vétsi a
L <z .. . . (w®) . .
vetsi ordindly, jako jsou w®@*) nebo w®@™ ). Nakonec zkonstruujeme ordindl
w L»Jw
€0 = sup {w,w“’,w” N7 } ,
ktery tzce souvisi s Peanovou aritmetikou. Muze byt piekvapivé, ze tento ordindl je
stale spocetny a v jistém smyslu pomérné maly, i na spocetné ordinaly.

Uloha 7.34. Zkuste zkonstruovat prvni nespocetny ordinal w1, nebo alespon dokazat
jeho existenci.

12Rozmyslete si, jak presné zde formélné vyuzivame konstrukei transfinitni rekurzi.

02



8 Aplikace ordinalnich cisel

Ptedvedeme si, ze ordindlni ¢isla jsou uziteé¢na i mimo teorii mnozin.

8.1 Transfinitni rekurze v geometrie

Nejprve uvedeme dvé tvrzeni, kterd je mozné dokdzat bez rekurze (zkuste to).
Uloha 8.1. R3 je sjednocenim navzajem mimobéznych piimek.
Uloha 8.2. R3 je sjednocenim navzajem disjunktnich kruznic.

V této sekci dokdzeme nésledujici vétu:
Véta 8.3 (AC). R? je sjednocenim navzdjem disjunktnich jednotkovijch kruznic.

Pro dikaz této véty se ndm bude hodit znat kardindlng éisla. Podobné jako ordinaly
reprezentuji typy dobfe usporddanych mnozin, kardinaly reprezentuji velikosti dobie
uspoiadanych mnozin. Podrobnéji se jim budeme vénovat v Sekei 0] ale zatim si je
aspon definujeme.

Definice 8.4 (Kardinalni ¢islo). Ordindl s je kardinalni éislo, pokud
(Va € On)(a < k = a < K).

Pokud mnozina = spliuje x ~ k pro néjaky kardinal s, pak definujeme |z| == &
a fikame, ze K je mohutnost (nebo kardinalita) mnoziny z. Snadno se ukéze ze
mohutnost |z| je definovand <= mnozinu x lze dobfe usporddat. Ovsem jelikoz
predpokladdme axiom vybéru, tak kaZdou mnozinu lze dobie uspoiradat. Specidlné
lze uspotradat mnozinu realnych ¢isel. Jeji mohutnost znac¢ime

IR| = ¢

a nazyvame ji kontinuum.
Dale se nam bude hodit nasledujici fakt:

Fakt 8.5 (AC). Pokud jsou A a B nekonecéné mnoziny, potom
|AU B| = |A x B| = max{|Al,|B|}.
Navic pokud |A| > |B|, pak |A\ B| = |A|.
Tedy specidlné |A x A| = |A| a indukei |A"| = | A| pro kazdé nenulové n € w.

Diikaz Véty[8.3. Podle piedchoziho faktu [R3| = ¢, tudfz mizeme R3 dobie uspoiddat
podle typu ¢ a oéislovat body 2 € R? ordinalnimi &isly jako

R? = {z,]a < ¢}

Pomoci transfinitni rekurze nyni definujeme mnozinu <Ca la < c> disjunktnich (az
na identické opakovéni, jak zéhy zdtvodnime) jednotkovych kruznic C, C R3 tak,
aby vzdy z, € Cy, a tudiz

U Ca =R

a<c

Vsimnéme si, Ze se muze stdt, ze v dobé kdy se dostaneme k ordindlu «, jsme bod z,
jiz pokryli néjakou kruznici Cg pro 3 < a. Potom prosté polozime C, = Cg. Tyto
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dvé kruznice sice nebudou disjunktni, ale to nevadi, protoze jde o jednu a tu samou
kruznici

Piedpokladejme, Ze jsme v kroku a < ¢, a body g pro 8 < a jsme jiz pokryli
kruznicemi Cg pro 8 < a. Pokud z, lezi na néjaké z kruznic Cg, polozime Cy, = Cpg.
Jinak jiz zkonstruované kruznice Cg definuji méné nez ¢ zakazanych nadrovin (nejhorsi
piipad: vSechny kruznice lezi v ruznych nadrovinach). Bodem z, ovSem prochazi
celkem |R x R| = ¢ nadrovin (kazda nadrovina je urc¢ena tfemi body). Tedy existuje
nadrovina H prochédzejici bodem z,, ve které nelezi Zddna z kruznic Cg pro 8 < a.

Miuze se stét, Ze nékterd z jiz zkonstruovanych kruznic Cz nadrovinu H proting;
bud v jednom, nebo ve dvou bodech. Prusec¢iku je ovSem méné nez c:

P=|JHNCy 22xara<c
B<a

Chceme najit néjakou kruznici co lezi v nadroviné H, ale neprotind zadny z priaseciku
p € P. Kazdy bod p € P urcuje nejvyse 2 jednotkové kruznice prochézejicich body
zq a p. Pocet zakdzanych kruznic je tedy nejvyse |2 x P| < ¢. Protoze jednotkovych
kruznic C' C H prochéazejicich bodem z, € H je kontinuum mnoho, tak pomoci
axiomu VybéruE lze zvolit kruznici C, C H prochéazejici bodem x,, kterd neni
zakdzand. Tudiz z, € C,, a navic Cg N C, = @ pro kazdé § < a.

A7 transfinitni rekurze ,magicky“ dobéhne az k ¢, budeme mit hotovo. O

Uloha 8.6 (AC). Dokaite, 7e v R? existuje mnozina, kterd ma s kazdou pifmkou
spole¢né pravé dva body. Hyperbola je k tomu docela blizko, ale ne tplné.

Ndpovéda. Pouzijte podobnou strategii jako v dukazu piedchozi véty.

8.2 Kumulativni hierarchie mnozin

Motivace pro tuto sekci je ndsledujici: v teorii grafu ¢asto ,,ztotoznujeme* izomorfni
grafy, protoze nas zajim& pouze jejich struktura, ne pojmenovéani vrcholu. Ale jak to
udélat formalné?

Konecné grafy a grafy s omezenou velikosti Pokud pracujeme pouze s
konecnymi grafy, mizeme bez tjmy na obecnosti predpokldadat, Ze jejich vrcholy jsou
prirozené ¢isla. V takovém piipadé existuje pouze spocetné mnoho neizomorfnich
graft a kazd4 tifda izomorfismu je spocetnd; formdlné tak lze pracovat bud s t¥idami
izomorfismu, nebo pomoci axiomu vybéru zvolit z kazdé tiidy néjakého kanonického
reprezentanta. Podobna je i situace, kdy uvazujeme pouze grafy, jejichz velikost je
omezena néjakym kardindlem k.

Problém se tfidou vSech grafii Pokud vSak ptripustime grafy libovolné nekonecné
velikosti, pak oba tyto piistupy selzou. Neizomorfnich grafu je vlastni tiida (kardindlu
je vlastni tiida a pro kazdy kardindl £ muzeme definovat viplny graf na x vrcholech),
takze vybér reprezentanta z kazdé tiidy izomorfismu by vyzadoval selektor na vlastni
ttidé, coz ndm axiom vybéru neposkytuje. Navic kazdd z tiid izomorfismu je rovnéz
vlastni tiidou (a to i za predpokladu, ze oborem vrcholu grafu jsou pouze ordinélni
¢isla). Trida t¥id izomorfismu tudiz neexistuje (vlastni tfidy nemohou byt prvky
jinych t¥id), a tak nemuzeme pracovat ani s t¥idami izomorfismu. Mohli bychom
jesté vice omezit, co povazujeme za graf (co mohou byt vrcholy), a mozna by se
nam povedlo zajistit, ze tFidy izomorfismu by byly mnoziny; existuje v§ak mnohem
elegantnéjsi zpusob znamy jako Scottuv trik.

13Formalné pouzijeme selektor na mnoziné P({C | C je jednotkova kruznice v R3}).
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Scottuv trik a typy graft Kazdému grafu G pfifadime mnozinu 7(G) zvanou
jeho typ, takovou, ze
G=H < 7(G)=1(H).

Typ grafu nam tedy poskytuje veskeré informace spojené s jeho strukturou az na
izomorfismus, coz ndm umoznuje formalné pracovat s typy grafu.

Kumulativni hierarchie mnozin Nepujdeme do detailu, ale hlavni myslenka je
definovat hierarchii mnozin

Vo=, Vo =PVa), a=JVa

kde A je limitni ordindl. Z axiomu fundovanosti se pak da dokédzat (dokonce mu to je
ekvivalentni), ze kazdd mnozina x se diive nebo pozdéji objevi v néjakém kroku V.
Diky tomu lze definovat rank mnoziny x jako

o(z) == min{a |z C V,}.
Typ grafu G pak definujeme jako mnozinu
7(G) = {H |H=G A (VH)(H =G = o(H) < Q(H’))}.

Typ grafu G je tedy mnozina v8ech jemu izomorfnich grafi s minimalnim moznym
rankem «. VSimnéme si, Ze to opravdu je mnozina, protoze 7(G) C Viyy1.

Uloha 8.7. Necht (A, <) je ¢astetné usporadand vlastni tiida s tou vlastnosti, ze
kazda neprazdna podmnozina B C A obsahuje minimélni prvek. Dokazte, ze potom
dokonce kazdd neprazdné podtiida B C A obsahuje minimalni prvek.

Pozndmka. To, ze zde kvantifikujeme vlastni tiidy, je v porddku, viz konec Sekce

Ndpovéda. Pro spor predpokladejte, ze néjaka podtiida B C A neobsahuje zadny
minimalni prvek, a pokuste se najit podmnozinu X C B, ktera také nema zadny
minimalni prvek. Vyuzijte, ze kazda droven V,, kumulativni hierarchie je mnozinou.
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9 Kardinalni cisla

V této sekci poskytneme ochutndvku navazujictho pfedmétu NMAIO74. Viechny
dukazy a podrobnégjsi vysvétleni 1ze najit ve skriptickéach [6] k tomuto predmétu.

Podobné jako ordindlni ¢isla reprezentuji typy usporadani dobie uspoiddanych
mnozin, kardindlni ¢isla reprezentuji velikosti dobie uspofadanych mnozin.

Definice 9.1 (Kardinalni ¢islo). Ordindl s je kardinalni éislo, pokud
(Va € On)(a <k = a < K).

Tridu véech kardindlnich éisel oznacime Cn.

Kazdé n € w a w jsou kardinalni ¢isla. Pokud o > w, pak a + 1 neni kardinalni
¢islo; tudiz kazdé nekonecné kardindlni ¢islo je limitni ordindlni ¢islo. Ne kazdé limitni
ordindlni ¢islo je ale kardindlni ¢islo: napiiklad w + w > w, ale w + w = w, takze
w + w neni kardinalni ¢islo. Podle stejné tvahy neni zadny spocetny ordinal o > w
kardinaln{ ¢islo. Na druhou stranu, prvni nespocetny ordindl w; je kardinalni ¢islo.

Pokud mnozina x spliiuje x ~ k pro néjaky kardindl x, pak definujeme |z| := Kk a
fikame, ze k je mohutnost (nebo kardinalita) mnoziny x. VSimnéme si, ze pokud je «
ordindl, pak |a| < «, a navic jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(1) laf = a,
(2) « je kardindlni ¢islo,
(3) « je prvni ordindl s mohutnost{ |¢|.
Pozorovani 9.2. Pokud maji mnozZiny x a y definované své mohutnosti, pak
(a) zry < |z| =yl
Pozorovani 9.3. Mohutnost |z| je definovina <= =z lze dobre usporddat.

Dikaz. Pokud lze x dobte uspoiddat, pak |z| je nejmensi typ usporddéani z dobrych
uspoiadani mnoziny x, jelikoz kazdé z téchto usporadani indukuje bijekci mezi = a
ordindlnim typem daného uspoidadani. Na druhou stranu, pokud je |x| = k definovéno,
pak muzeme x dobfe usporadat prenesenim usporadani z . O

9.1 Alefy

Kardindlni ¢isla jsou uzaviend na suprema: Pokud by A = sup k; nebyl kardinal,
pak |A] < A. Protoze je A supremum, existuje néjaké x; takové, ze |A| < k; < A. To
je ale ve sporu s tim, Ze x; je kardinal.

Lze také ukazat, ze pro kazdy kardinal existuje vétsi kardindl. Proto je tiida
vSech kardinali Cn vlastni tiida; jinak by jeji supremum bylo nejvétsim kardindlem.
Z toho, ze Cn je vlastni tfida ordinali uzaviend na suprema, lze dokdzat, ze existuje
jednoznac¢né urcené, rostouci, bijektivni zobrazeni X: On — Cn \ w, enumerujici
nekonecnd kardindlni ¢isla, které spliuje R(a) = sup{R(p) | 8 < a} pro kazdy limitn{
ordinél «. Cantor zavedl pro oznaceni této funkce symbol R (,alef*), prvni pismeno
hebrejské abecedy; jeji hodnoty N(«) se znaci jako R,,.

Historicky nebyly ordinaly a kardindly konkrétni mnoziny, ale abstraktni koncepty:
ordindly popisovaly typy dobrého uspofadéani, zatimco kardindly méftily velikost. Toto
rozliseni vedlo k vyvoji dvou paralelnich systému znaceni, w, a X,. Von Neumannova
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mnozinova definice ordindlua tyto mySlenky sjednotila tim, ze poskytla kanonické
reprezentanty pro typy dobrych uspotadani. Dnes ¢asto pisSeme wq, kdyz uvazujeme
kardinal N, jakozto ordindl s jeho dobrym uspotfadanim. Konkrétné prvni nespocetny
ordinal se znaci jako wi, a prvni nekoneény kardindl jako Ng = w.

Ndslednik kardinalu s je nejmensi kardinal vétsi nez k a znaéime ho ™. Déle
ifkdme, Ze k je predchiidce kardindlu x*. Pokud kardindl A nem4 Z4dného predchiidce
a A # 0, tak je limitng; jinak je izolovany.

Piiklad. Zjevné V441 = N; jsou izolované kardinaly a Ny je limitni kardinal. Je
snadné ukazat, ze N, pro a > 0 je limitni kardindl <= « je limitn{ ordinal.
9.2 Vlastnosti nekone¢nych kardinala
Definice 9.4. Pokud jsou x a A kardinaln{ ¢isla, definujeme kardindly
(a) £+ A= [({0} x r)U{1} x A,
(b) k- A= |\ x K,

Jinymi slovy, K+ A a k- A jsou kardindln{ ¢isla, kterd reprezentuji velikost mnoziny
na pravé strané rovnice, zatimco ordinaln{ s¢itani a nasobeni vyjadiuji typ usporddéni
téze mnoziny pii lexikografickém usporadani. Vsimnéme si, ze kardinalni s¢itani a
nasobeni jsou asociativni, komutativni a distributivni. Ordindalni séitani a nasobeni
jsou asociativni, ale obecné nejsou komutativni ani distributivni zprava. Intuitivné je
to proto, Ze ordinalni operace si musi pamatovat uspoiadani danych ordinélu.

Véta 9.5. Pro kazdy ordindl « plati [Ny X Ro| = R,

7 toho neni tézké ukazat, ze pokud jsou k a A kardindly a alespon jeden z nich je
nekonecny, pak k+ A = max{k, A\}. Pokud jsou navic nenulové, pak -\ = max{k, \}.
P1i aplikaci na nekoneéné mnoziny dostavame:

Dusledek 9.6 (AC). Pokud jsou A a B nekonecéné mnoziny, potom
|AU B| = |A x B| = max{|A|,|B|}.
Ddle, pokud |A| > |B|, pak |A\ B| = |A|.
Lemma 9.7 (AC). Pro libovolnou mnozinu S plati, Ze ||J S| < |S|-sup{|A|| A € S}.

Dausledek 9.8 (AC). Sjednoceni libovolného systému R, mnozin, z nichz kazdd md
mohutnost nejuyse N, md mohutnost nejvyse R,.

9.3 Regularni kardinaly

Dirichletav princip tiké, Zze w nelze rozdélit na koneé¢né mnoho koneénych mnozin,
neboli ekvivalentné, ze pokud je A C w konec¢nd, pak sup(4) < w. Kardindl Ry = w
tedy neni mozné ,,dosahnout® zespodu pomoci zadné podmnoziny s mensi mohutnosti.
Nekonecné kardindly s touto vlastnosti se nazyvaji requldrni.

Definice 9.9 (Kofinalita). Podmnozina A C « limitniho ordindlu « je kofindlni v
a, pokud sup(A) = «a (limitou rostouci posloupnosti prvka A je a). Kofinalita « je
»,délka* nejkratsi rostouci posloupnosti s limitou a:

cf (o) = min{ typ uspoiddéni (4, <)| A C a A sup(A) = a}.
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Lze ukdzat, ze cf(a) je rovna minimdlni velikosti | A| kofindlni podmnoziny A C «
takze kofinalita je vzdy nekoneény kardinal. Proto w < cf(a) < |a].

Definice 9.10 (Reguldrni kardinél). Nekonecéné kardinalni ¢islo & je requldrnd kardindl,
pokud cf(k) = k, a singuldrni kardindl v opaéném piipadé.

Regularni kardinaly se chovaji podobné jako w v tom, ze jsou témér uzaviené
na suprema: dokud je délka posloupnosti mensi nez , limita nikdy nedosahne k.
Ekvivalentné to mizeme vyjadiit pomoci sjednoceni mensich mnozin.

Véta 9.11. Nekonecéné kardindlni ¢islo k je singuldrni <= existuje mnoZina X
takovd, ze k = |J X, kde | X| < k a |x| < K pro vSechna x € X.

Dausledek 9.12 (AC). Kazdy nekonecny izolovany kardindl R,y1 je reguldrnd.

Dukaz. Kdyby byl singuldrni, podle pfedchozi véty by se dal zapsat jako sjednoceni
nejvyse N, mnozin mohutnosti nejvyse X,. Ale potom by podle Dusledku [9.8 s4m
mél mohutnost nejvyse N, coz je spor. O

9.4 Kardinalni aritmetika

Kardinalni aritmetika studuje nekone¢né soucty a souciny kardindlnich ¢éisel, a
také vlastnosti kardinalni mocniny. My se zaméiime pouze na kardinalni mocninu.

Definice 9.13. Pro kardinalni ¢isla x a A definujeme kardinal
= Pl = {1 f2 X = w}

Pozndmka. Aby definice kardindlni mocniny x* dévala dobry smysl, tak musime
predpokladat axiom vybéru. Jinak by mnozinu na pravé strané rovnice nemuselo jit
dobie usporadat a jeji mohutnost by nebyla definované. Proto budeme ve zbytku
této sekce vzdy predpokladat axiom vybéru.

Vimnéme si, ze 2% = |P())], jelikoz P()\) ~ *2. Specialné |R| = 2¥. Cantorova
veta tedy Tikd, ze pro kazdy kardinal x plati k < 2%,

Pozorovani 9.14. Pro libovolné kardindly k, A a n € w plat?
(a) =1, A>0 = 0*=0,
b) =1, 1r=1,
(¢) pokud k> w an >0, pak K" = k. ..oandukcl 2z kK =K
Uloha 9.15. Dokazte z definice kardindln{ mocniny, ze plati
(a) pokud 0 < k < p a A < v potom & < p?,
(b) KITY = kH - KV,
(©) ()" = wiv,
Tudiz pro kardinalni mocninu plati klasickd pravidla pro préci s exponenty.
Véta 9.16. Pro libovolné kardindly k a A > Rg plati, Ze
(a) pokud 2 < k < A\, potom k* = 27, ... specidlng k¥ = 28
(b) pokud A < k, potom (kT)* = K} - kT, ... specidlné (k)" = 2F . kT = 2F

A

)
(c) pokud k je limitni kardindl a A < cf(k), potom K™ = sup,, ., A,
)

(d) pokud A > cf(k), potom k> > k.
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9.5 Zobecnéna hypotéza kontinua

Pfipomenme, ze hypotéza kontinua (CH) tvrdi, Ze neexistuje zddnd mnozina z
takovd, ze w < x < R. Pomoci kardinalni mocniny ji muzeme v ZFC zapsat jako

2% = .
Zobecnénd hypotéza kontinua (GCH) tvrdi, ze
(Vo € On) @ 2% =R, 4.

Godel (1940) dokézal, ze GCH je konzistentni s ZFC, a Cohen (1963) dokézal, ze jeji
negace ~GCH je také konzistentni.

Cili to, zda zobecnéné hypotéze kontinua véiime, je Gisté filozofické rozhodnuti; z
pohledu logiky jsou obé moznosti stejné dobré. Ovsem z pohledu kardinalni aritmetiky
je platnost GCH urcité vyhodnéjsi, protoze trivializuje vypocet kardindlnich mocnin:

Uloha 9.17. Dokazte, ze z GCH plyne, ze pro libovolné kardindly x > Ny a A plati
(i) pokud 0 < X < cf(k), pak k* = &,

(i) pokud cf(k) < X < K, pak x* = kT,
(iii) pokud k < A, pak x* = AT,
Ndpovéda. Pouzijte Vétu a transfinitni indukci podle «, kde kK = N,,.

9.6 Velké kardinaly

Vime, ze Xg je regularni a ze v ZFC je kazdy nekoneény izolovany kardindl Ngy
také regularni. Mozna ponékud prekvapivé nelze z axiomu ZFC dokéazat existenci
jiného limitniho reguldrniho kardinalu nez Ry = w, protoze by to umoznilo zkon-
struovat model ZFC uvniti ZFC, coz by bylo ve sporu s Goédelovou druhou vétou o
netplnosti (ZFC by dokazala svoji vlastni konzistenci). Tyto hypotetické kardinély
poprvé navrhl Felix Hausdorff v roce 1908, a dnes je nazyvame slabé nedosaZitelné.
Pokud slabé nedosazitelny kardindl x navic splituje, Ze pro vSechny kardinaly A < &
plati 2* = |P(\)| < &, pak je & silné nedosaz’itelny/

Mnoho problému v teorii mnozin a nekoneéné kombinatorice vede na otézku,
zda existuji kardindly s uréitymi vlastnostmi. Pokud existenci takovych kardinala
nelze v ZFC dokazat, nazyvaji se velké kardindly. Tvrzeni, kterd prohlasuji, ze takové
kardinaly existuji, se obcas nazyvaji silné ariomy nekonecéna a tvori neuvéritelné
komplexni hierarchii. Nedosazitelné kardindly jsou ty nejslabsi z téchto axiomu.

Néktera tvrzeni lze dokdzat pouze za predpokladu piislusnych velkych kardinala.
Potom je potieba mit viru v korektnost takového predpokladu, protoze ZFC nemuze
dokazat jeho bezespornost.

Slabé kompaktni kardindly Uvedeme jesté jeden druh velkych kardindla. Slavna
Ramseyova véta tika, ze pokud obarvime hrany uplného grafu na Ng = w vrcholech
cervené a modre, tak vzdy najdeme nekone¢nou jednobarevnou kliku.

Ovsem ZFC neumi dokazat existenci zadného dalsiho kardinalu s touto vlastnosti:
nespocetného kardinalu k, ktery spliiuje, ze kdykoli obarvime hrany tuplného grafu
na k vrcholech ¢ervené a modie, tak vzdy najdeme jednobarevnou kliku velikosti k.
Kardindlni ¢isla s touto vlastnosti se nazyvaji slabé kompaktni, a jelikoz se da dokazat,
ze musi byt silné nedosazitelnd, tak jsou to velké kardinaly.

MDavod, pro¢ existenci silné nedosazitelného kardindlu s neni mozné dokézat, je ten, ze by
droven Vi, kumulativn{ hierarchie mnozin (viz Sekce [8.2)) uz byla dost uzaviend na to, aby spliiovala
vSechny axiomy ZFC. Jinymi slovy bychom byli schopni zevniti ZFC dokdzat, ze ZFC ma model.
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